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Diese Zusammenstellung enthalt alle IQB-Aufgaben der Jahre 2015 (Sammlung)
und 2017-2020 (Pools), die mit den Vorgaben fir die schriftliche Abiturprifung im
Leistungsfach in Baden-Wurttemberg ab 2023 Ubereinstimmen.

Berucksichtigt sind die Sachgebiete:
- Analysis
- Analytische Geometrie
(ohne Alternative Al: ,Beschreibung mathematischer Prozesse durch Matrizen®)

- Stochastik
(ohne Alternative B1: Schatzung von Parametern®)

Von den Aufgaben mit Hilfsmitteln (Teil B) sind enthalten:

- Analysis: nur Aufgaben fir WTR
- Geometrie: Aufgaben fir WTR

Aufgaben fur CAS (sofern nicht inhaltsgleich mit WTR)
- Stochastik: Aufgaben fur WTR

Aufgaben fir CAS (sofern nicht inhaltsgleich mit WTR)
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IQB-Aufgaben Erhdéhtes Niveau Teil A: Analysis

2015-1.1

Das Rechteck ABCD mit A(1]0), B(4]0), C(4|2) und D(1]2) wird durch den Gra- 5
phen der in IR* definierten Funktion f mit f(x) =2 —% in zwei Teilflachen zerlegt. Er-

mitteln Sie das Verhaltnis der Inhalte der beiden Teilflachen.

Erwartungshorizont

Der Graph von f schneidet das Rechteck fir x=2 und x=4.
Inhalt der Flache, die der Graph von f mit der x-Achse und der Geraden mit der Glei-

chung x =4 einschlieft: j:f (x)dx = [2x + %E =2

Flacheninhalt des Rechtecks: 6

Verhaltnis: 1: 2

Standardbezug

BE Leitideen allgemeine mathematische
Kompetenzen

L1 | L2 | L3 | L4 | L5 K1 | K2 | K8 | K4 | K5 | K6

5 X X X Il I I

A.Ana.l



IQB-Aufgaben Erhdéhtes Niveau Teil A: Analysis

2015-1.2

Gegeben ist die Funktion f: x> In(e2 —x) mit maximalem Definitionsbereich D.
a Geben Sie D an.

b Bestimmen Sie die Nullstelle von f.

¢ Weisen Sie rechnerisch nach, dass y = —e—12 -X + 2 eine Gleichung der Tangente an 3
den Graphen von fim Punkt (0|f(0)) ist.

Erwartungshorizont

a D={xelR|x<e’|

b f(x)=0=x=e?-1
c f'(x)= x—1e2

Es gilt: f(0)=2, f'(0)=-2

e

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische
Kompetenzen
L1 L2 L3 L4 L5 K1 K2 | K3 | K4 | K5 | K6
a 1 X |
1 X X |
c 3 X X Il Il

A.Ana.2



IQB-Aufgaben

Erhohtes Niveau

Teil A: Analysis

Erwartungshorizont

2015-2.1
Abbildung 1 stellt fir einen Wassertank die Zu- T Anderungsrate in my/h
fluss- bzw. Abflussrate (in ng) von Wasser fur 3 / \
einen Beobachtungszeitraum von sechs Stun- 2 /
den dar. Zu Beginn der Beobachtung enthélt der 1 —
Tank 2m® Wasser. 0 Zeitin hy
; 01 2 3 5 6
> \
-3
Abb. 1
a Bestimmen Sie das Volumen des Wassers, das sich zwei Stunden nach Beobach- 2
tungsbeginn im Tank befindet.
b Skizzieren Sie in Abbildung 2 den Graphen, Tvdiumen ih m 3
der die Entwicklung des Volumens des Was- 12
sers im Tank in Abh&angigkeit von der Zeit 10
darstellt. 5
- 6
- 4
- 2
0 Zeitin h
02 4 6 8 10 |aph.2

a Zwei Stunden nach Beobachtungsbeginn befinden sich etwa 5,8m® Wasser im

Tank.
" Vdlumen ih m
b 12
10
ol /TN
6
4
2
0 Zeitin h
02 4 6 8 10
Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische
Kompetenzen
L1 | L2 | L3 | L4 | L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6
a 2 Il Il Il
3 1" Il I

A.Ana.3



IQB-Aufgaben Erhdéhtes Niveau Teil A: Analysis

2017-1.1

Eine Funktion f ist durch f(x)=2e%x -1 mit x eIR gegeben.

a Ermitteln Sie die Nullstelle der Funktion f. 2

b Die Tangente an den Graphen von f im Punkt S(0]1) begrenzt mit den beiden Koor- | 3
dinatenachsen ein Dreieck. Weisen Sie nach, dass dieses Dreieck gleichschenklig

ist.

Erwartungshorizont

2 f(x)=0= 20 -1=0= ix=Ihiex=2-ni

b (x)=e?"
Steigung der Tangente: f'(0)=1

Folglich ist ein Winkel des Dreiecks 45° grof3. Da die Koordinatenachsen einen rech-
ten Winkel einschliel3en, betragt die Grolie des dritten Winkels ebenfalls 45°. Damit
stimmen zwei Winkel des Dreiecks Uberein.

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische
Kompetenzen
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 K3 | K4 | K5 K6
a 2 X X I
3 X X X 1] Il I

A.Ana.4



IQB-Aufgaben

Erhohtes Niveau

Teil A: Analysis

2017 -1.2

An einer Messstation wurde Uber einen Zeitraum von 10 Stunden die Anzahl der Pollen
pro Kubikmeter Luft ermittelt. Dabei kann die Anzahl der Pollen pro Kubikmeter zum
Zeitpunkt t (in Stunden nach Beginn der Messung) durch die Gleichung

n(t)= 3t? — 60t +500 mit telR, 0<t<10, beschrieben werden.

a Bestimmen Sie die mittlere Anderung der Anzahl der Pollen pro Kubikmeter und 3
Stunde wahrend der ersten beiden Stunden der Messung.

b Ermitteln Sie den Zeitpunkt nach Beginn der Messung, zu dem die momentane zeitli- | 2

che Anderung der Anzahl der Pollen pro Kubikmeter und Stunde —30 betréagt.

Erwartungshorizont

a N2)-n(0) _ 392500 _ _5y

2

b n'(t)=6t—60, n'(t)=-30<=t=5

2

Der Zeitpunkt ist funf Stunden nach Beginn der Messung erreicht.

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische
Kompetenzen
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 K3 | K4 | K5 K6
a 3 X 1l I 1l
2 X X X 1l I 1l

A.Ana.5



IQB-Aufgaben Erhdéhtes Niveau

Teil A: Analysis

2017 -2.1

Gegeben ist die in IR definierte Funktion f mit
f(x)=-x> +12x. Die Abbildung zeigt den 16
Graphen von f sowie dessen Hochpunkt

H(2]16). 12

a Der Graph von f, die x-Achse und die Gerade mit der Gleichung x =2 schlieRen flr

0<x <2 eine Flache ein. Zeigen Sie, dass diese Flache den Inhalt 20 besitzt.

b Die Gerade g verlauft durch den Punkt H und besitzt eine negative Steigung. Der

Graph von f, die y-Achse und die Gerade g schliel3en fir 0 < x <2 eine Flache mit
dem Inhalt 20 ein. Bestimmen Sie die Koordinaten des Schnittpunkts der Geraden g

mit der y-Achse.

Erwartungshorizont

2 ?[f(x)dx:[—%x4 +6x2]§ =20

b Der Graph von f, die y-Achse und die Gerade mit der Gleichung y =16 schlielBen
eine Flache mit dem Inhalt 2-16-20=12 ein, die y-Achse, die Gerade mit der Glei-

chung y =16 und die Gerade g also eine Flache mit dem Inhalt 20-12=8.

2:2-h=8<h=8
Koordinaten des Schnittpunkts: (0]24)

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische
Kompetenzen
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 K3 | K4 | K5 K6
a 2 X X X | 1]
b 3 X X X X ] 1l Il

A.Ana.6



IQB-Aufgaben Erhdéhtes Niveau Teil A: Analysis

2018-1.1
Gegeben ist die in IR definierte Funktion f mit f(x)=e* +1x.

a Begriinden Sie, dass der Graph von f und der Graph der in IR definierten Funktiong | 2
mit g(x) =2 x -1 keinen gemeinsamen Punkt besitzen.

b Fur eine positive reelle Zahl ¢ wird die in IR definierte Funktion g, y 3
mit g, (x) =3X—c betrachtet. Die Abbildung zeigt die Graphen 41
von fund g, . Die beiden Graphen schlieRen mit der y-Achse und 37
der Gerade mit der Gleichung x =1 eine Flache mit dem Inhalt 3 21

ein. Berechnen Sie c.

Erwartungshorizont

a Die Funktionsterme von f und g unterscheiden sich nur in den Summanden e*
bzw. —1. Es gilt €* = -1 fiir alle x €IR.

b i‘(f(x)—gc (x))dx :i(ex ce)ax=[e" vl <ere 1

e+c-1=3<=c=4-e

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 K3 | K4 | K5 K6 | 1 ]
a 2 X X I I | 2
b 3 X X X X 1 Il 1] 3

A.Ana.7



IQB-Aufgaben Erhdéhtes Niveau Teil A: Analysis

2018-1.2

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x> +3x2-2x und x eIR. Die
Abbildung zeigt ihren Graphen G;, der bei x=1 den Wendepunkt W
hat.

a Zeigen Sie, dass die Tangente an G; im Punkt W die Steigung 1 hat. 2

b Betrachtet werden die Geraden mit positiver Steigung m, die durch W verlaufen. Ge- | 3
ben Sie die Anzahl der Schnittpunkte dieser Geraden mit G; in Abhangigkeit von m
an.

Erwartungshorizont

a f’(x)=—3x2+6x—2, f'(1)=1
b Die Anzahl der Schnittpunkte ist 3 fir 0 <m<21 und 1 fir m>1.

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 K3 | K4 | K5 K6 | 1 ]
a 2 X X | 2
3 X X Il Il Il 3

A.Ana.8



IQB-Aufgaben

Erhohtes Niveau

Teil A: Analysis

2018-2.1

Die Abbildung zeigt den Graphen G; der
in IR\ {0} definierten Funktion f: x - X;‘; .

G; ist symmetrisch beziglich der

y-Achse.

N W B O

o -

5 -4 -3 -2 -1

0

1

2 3

4 5

a Die Gerade, die parallel zur x-Achse durch den Punkt P(O | p) verlauft, schneidet G; | 2

in zwei Punkten. Der Abstand dieser beiden Schnittpunkte ist 1. Berechnen Sie den

Wert von p.

b Die Koordinatenachsen schliel3en mit der Tangente an G; in einem Punkt 3
Q(u | f(u)) mit u >0 ein gleichschenkliges Dreieck ein. Berechnen Sie die Koordi-
naten von Q.

Erwartungshorizont

a p:f(0,5):16

' __238 4 — — —
b '(x)=-2, '(u)=-leu=2, f(2)=1
Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich

L1 | L2 | L3 | L4 | L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 I I i
a 2 X X m | m [ 1 1
b 3 X X X X m | m I 1 2

A.Ana.9



IQB-Aufgaben Erhdéhtes Niveau Teil A: Analysis

2019-1.1

M

Gegeben ist die in IR\ {O} definierte Funktion

’
fix—1-21, \ m_;
X -3 —2—1 1 2 3

die die Nullstellen x; =—-1 und x, =1 hat. Die Abbildung
zeigt den Graphen von f, der symmetrisch beziiglich der
y-Achse ist. Weiterhin ist die Gerade g mit der Gleichung
y =-3 gegeben.

a Zeigen Sie, dass einer der Punkte, in denen g den Graphen von f schneidet, die 1
x-Koordinate 3 hat.

b Bestimmen Sie rechnerisch den Inhalt der Flache, die der Graph von f, die x-Achse 4
und die Gerade g einschliel3en.

Erwartungshorizont

 1(3)-
b 1 1
1.3+2- .l[f(x)dx =3+2. [x+ﬂ% =3+2.1=4
2
Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 K2 | K3 | K4 | K5 K6 | ] |
a 1 X I | I 1
b 4 X X X 1] 1] 1 3

A.Ana.10



IQB-Aufgaben Erhdéhtes Niveau Teil A: Analysis

2019-1.2

Der abgebildete Graph G; stellt eine Funktion f dar.

a Einer der folgenden Graphen I, Il und Il gehdrt zur ersten Ableitungsfunktion von f. 3
Geben Sie diesen Graphen an und begriinden Sie, dass die beiden anderen Gra-
phen dafir nicht infrage kommen.

| " || "~
\ 14Y / 14Y «
X\ = f

N D2 S S
-2 4 -2 4
b Die Funktion F ist eine Stammfunktion von f. Geben Sie das Monotonieverhalten 2

von Fim Intervall [1;3] an. Begriinden Sie Ihre Angabe.

Erwartungshorizont

a Graph |
Begrindung: Graph Il kommt nicht infrage, da die Extremstellen von f Nullstellen von
f’ sein missen. Graph Il kommt nicht infrage, da die Steigung des Graphen von fim
Punkt (0| f(0)) nicht kleiner als —1 ist.

b Fir 1<x <3 gilt F'(x)="f(x)<0. Damit ist F im gegebenen Intervall monoton fal-
lend.

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 K2 | K3 | K4 | K5 K6 | ] 1
a 3 X X X Il 1] Il 3
2 X Il | I 1 1

A.Ana.l1l



IQB-Aufgaben

Erhohtes Niveau

Teil A: Analysis

2019-2.1

Die Abbildung zeigt den Graphen G einer in IR definierten,

differenzierbaren Funktion g.

Betrachtet wird eine in IR definierte Funktion f, fir deren

erste Ableitungsfunktion f'(x) = 9 gilt.

GV—~

y
Xl

a Untersuchen Sie, ob der Graph von f einen Extrempunkt hat. 2
b Untersuchen Sie, ob der Graph von f einen Wendepunkt hat. 3
Erwartungshorizont
a Wegen f'(x) = e9%) 5 0 fur alle x IR hat der Graph von f keinen Extrempunkt.
b f”(x) _ g’(x) . eg(x)
An der Stelle, an der g ein Maximum annimmt, &ndert sich das Vorzeichen von g'(x)
.Wegen e%%) > 0 andert sich damit an dieser Stelle auch das Vorzeichen von f"(x)
, d. h. der Graph von f hat einen Wendepunkt.
Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 | L2 | L3 | L4 | L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 | I 1]
a 2 X X I | | 1 1
3 X m o I 3

A.Ana.12



IQB-Aufgaben

Erhohtes Niveau

Teil A: Analysis

2020-1.1

Die Abbildung zeigt den Graphen der Funktion f
mit f(x)=x-e™ und x eIR. Betrachtet werden die
Dreiecke mit den Eckpunkten O(0]0), P(a|0)
und Q(a|f(a)) mit acIR™.

a Begrunden Sie, dass der Flacheninhalt jedes dieser Dreiecke mit dem Term %aze‘a 2

-

bestimmt werden kann.

b Unter den betrachteten Dreiecken hat eines den gro3ten Flacheninhalt. Bestimmen | 3
Sie den zugehdrigen Wert von a.

Erwartungshorizont

a Za-f(a)=za-a-e

b Betrachtet man %aze‘

_1,2,-a
_Zae

a

A'(a)=ae®-1a’e?=21ae™® (2-a)=0ca=2

2

als Term einer Funktion A, so gilt fir a>0:

Standardbezug
BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
K1 K2 K3 K4 K5 K6 | Il 1
a 2 | | | 2
3 Il Il 3

A.Ana.13



IQB-Aufgaben Erhdéhtes Niveau Teil A: Analysis

2020-1.2

Gegeben sind die in IR definierten Funktionen f:x 1 sinx und g: x> x. Die Graphen
von f und g haben in ihrem einzigen gemeinsamen Punkt O(O | O) die gleiche Stei-
gung.
a Ermitteln Sie den Inhalt der Flache, die der Graph von f, der Graph von g und die 3
Gerade mit der Gleichung x = r einschlie3en.
b Geben Sie eine Gleichung einer Tangente an den Graphen von f an, die die beiden 2
folgenden Eigenschaften hat:
+ Die Tangente verlauft parallel zum Graphen von g.
+ Die Tangente enthélt nicht den Punkt O.

Erwartungshorizont

ar 1,2 T _ 1.2
J'(g(x)—f(x))dx =[§x +cosx} =im?-2
0
0
b y=x-21m
Standardbezug
BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
K1 K2 K3 K4 K5 K6 I Il |
a 3 Il Il 1 2
2 1] Il | | 1 1

A.Ana.14



IQB-Aufgaben

Erhohtes Niveau

Teil A: Analysis

2020-1.3

Gegeben ist die Schar der in IR definierten Funktio-
nen f, : x> —k-(x* —4x3) mit k eIR*. Alle Funkti-

onen der Schar haben die Nullstellen O und 4. Die

Abbildung stellt zwei Graphen der Schar dar.

a Bestimmen Sie die x-Koordinate des Hochpunkts des Graphen von f, .

b Zeigen Sie, dass das Flachenstiick, das die Graphen von f, und f,,; einschliel3en,
fur alle Werte von k den gleichen Inhalt hat.

Erwartungshorizont

a fi(x)=—k- (4x3 - 12x2) = —4kx? - (x - 3)

Da f}, (x) nur bei x =3 sein Vorzeichen andert, hat der Hochpunkt die x-Koordinate

3.

b i (x) - (x):—(k+l)-(x4 —4x3)+k-(x4 —4x3):—(x4 —4x3)

Da sowohl die x-Koordinaten der Schnittpunkte der Graphen von f, und f,; als

auch die Differenz f,,,(x)—f, (x) unabhangig von k sind, gilt dies auch fiir den Inhalt

des Flachenstiicks.

Standardbezug
BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
K1 K2 K3 K4 K5 K6 I Il 1
a 2 I | 2
3 1] 1 | 3

A.Ana.l15



IQB-Aufgaben Erhdéhtes Niveau Teil A: Analysis

2020 -2.1
Fur jeden Wert von a IR\ {0} ist eine Funktion f, gegeben mit f,(x)=a-(x - 2)3 und
xelR.

a Zeigen Sie, dass die in IR definierte Funktion F mit F(x) = l-(x—2)4 +3 eine 1
Stammfunktion von f, ist.

N

b Untersuchen Sie mithilfe von Skizzen, fir welche Werte von a sich unter den 4
Stammfunktionen von f, solche befinden, die nur negative Funktionswerte haben.

Erwartungshorizont

a F’(x)=2~(x—2)3 =1, (x)

b Die Terme aller Stammfunktionen von f, lassen sich y
durch F,p, (x)=2-(x-2)" +b mit belR darstellen. Fir |
a>0 hat F, , stets Funktionswerte, die nicht negativ
sind (vgl. Graph I). Fir a<0 gibt es stets Werte von b, X

sodass F,}, nur negative Funktionswerte hat (vgl. ° w
Graph II).

_______

Standardbezug

BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
K1 K2 K3 K4 K5 K6 I Il 1

a 1 | 1
4 ] Il I Il Il 1 3

A.Ana.l16



IQB-Aufgaben Erhdéhtes Niveau

Teil A: Analysis

2020-2.2

Die Abbildung zeigt die Graphen der ganzrati-
onalen Funktionen f und g. Betrachtet wird die
Funktion h mit h(x)=g(f(x)).

Bestimmen Sie eine Gleichung der Tangente

an den Graphen von h im Punkt (4|h(4)).

Erwartungshorizont

h'(4)=g(f(4))-f'(4)
M'th(4) 9(f(4))=9

g (-2)-f'(4)=0-1'(4)=0

Graph von f

(-2) =1 ergibt sich fir die gesuchte Gleichung y =1.

Standardbezug
BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
K1 K2 K3 K4 K5 K6 | Il 1
5 1] 1] 1 2 3

A.Ana.l7



IQB-Aufgaben Erhdéhtes Niveau Teil A: Geometrie

2015-1.1
2 -1 4t

Die Vektoren a=| 1|, b=| 2 |und ¢, =| 2t | spannen fir
2 0 -5t

jeden Wert von telR\ {0} einen Korper auf. Die Abbildung zeigt
den Sachverhalt beispielhaft fir einen Wert von t.

a Zeigen Sie, dass die aufgespannten Korper Quader sind. 2

b Bestimmen Sie diejenigen Werte von t, fir die der zugehdrige Quader das Volu- 3
men 15 besitzt.

Erwartungshorizont

a a-b=0,a-ct=0, boct=0

b ‘é‘.‘B‘-‘a‘:15@3.£-ﬁ-|t|=15@t=i%

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische
Kompetenzen
L1 L2 L3 L4 L5 K1 K2 | K3 | K4 | K5 | K6
a 2 X X | |
b 3 X X X 1] Il

A.Geo.1



IQB-Aufgaben

Erhohtes Niveau

Teil A: Geometrie

2015-1.2

Gegeben sind die Ebene E:2x; + X, —x3 —4 =0 sowie der Punkt P(-3]0]2).

a Zeigen Sie, dass der Punkt P nicht in der Ebene E liegt.

b Spiegelt man den Punkt P an der Ebene E, so erhélt man den Punkt P’. Ermitteln

Sie die Koordinaten von P’.

Erwartungshorizont

a 2-(-3)+0-2-4=0

b -3 2
g:x=| 0 [+r-| 1|, relR
2 -1

Schnittpunkt von E und g: S(1/2]0)

Mit OP” = OS + PS ergibt sich P'(5]4|-2).

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische
Kompetenzen
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 K3 | K4 | K5 K6
a 1 X I I
4 X X Il 1]

A.Geo.2



IQB-Aufgaben

Erhohtes Niveau

Teil A: Geometrie

2015-2.1

Der Punkt A(—2 [3] Jl_Z) ist beziglich des Koordinatenursprungs symmetrisch zum
Punkt B. Die Punkte C, (3r|2r|0) mit r IR bilden eine Gerade g, die im Koordinaten-
ursprung senkrecht zur Geraden durch A und B steht. Bestimmen Sie alle Werte von r,
far die A, B und C, Eckpunkte eines Dreiecks mit dem Flacheninhalt 65 sind.

Erwartungshorizont

B(2|—3|—\/12)
1.|AB|-|OC,|=4-10-V13r* =65 < r =13 vr =13
Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische
Kompetenzen
L1 | L2 | L3 | L4 | L5 KL | K2 | K3 | K4 | K5 | K6
5 X X X 1] I I

A.Geo.3



IQB-Aufgaben Erhdéhtes Niveau Teil A: Geometrie

2017-1.1
Gegeben sind die Ebene E: x; + x, + 2x; =4 und A X5
2 2 T
die Gerade g:x=| 1 |+A-| -1| mit AcIR. ST
-2 -3 T
a Zeichnen Sie in die Abbildung die Schnittge- | 2
rade von E mit der x,X5 -Ebene ein. I
T T L] L) ‘l.r) T ;-
4
5
X1
b Berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunkts von E und g. 3
Erwartungshorizont
b 2+2 +1-A+2-(-2-3A)=4 < A=-1
Damit: (0]2]1)
Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische
Kompetenzen
L1 | L2 | L3 | L4 | L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6
a 2 X X | | |
3 X X I

A.Geo.4



IQB-Aufgaben

Erhohtes Niveau

Teil A: Geometrie

2017 -1.2

Das Dreieck ABC mit den Punkten A(3|3|3), B(6|7|3) und C(2]10|3) istim

Punkt B rechtwinklig und liegt in der Ebene mit der Gleichung z=3.

a Weisen Sie nach, dass das Dreieck ABC den Flacheninhalt 2—25 besitzt.

b Bestimmen Sie die Koordinaten eines Punkts D so, dass das Volumen der Pyramide | 3

ABCD gleich 25 ist.

Erwartungshorizont

a |aBl=|BC|=5, 1.5.5-25

1.25 _ —

mogliche Koordinaten: (3]3]9)

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische
Kompetenzen
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 K3 | K4 | K5 K6
a 2 X X | I
3 X X X 1] Il 1]

A.Geo.5



IQB-Aufgaben

Erhohtes Niveau

Teil A: Geometrie

2017 -2.1

Gegeben ist die Ebene E:2x; + X, —2X3 =-18.

a Der Schnittpunkt von E mit der x, -Achse, der Schnittpunkt von E mit der x, -Achse
und der Koordinatenursprung sind die Eckpunkte eines Dreiecks. Bestimmen Sie

den Flacheninhalt dieses Dreiecks.

b Ermitteln Sie die Koordinaten des Vektors, der sowohl ein Normalenvektor von E als | 3

auch der Ortsvektor eines Punkts der Ebene E ist.

Erwartungshorizont

a Schnittpunkte von E mit der x,- und x, -Achse: (-9]0]0), (0]-18]0)
Flacheninhalt: £-9-18 =81

b 2r
Jeder Normalenvektor von E hat die Form | r | mit reIR\{0}.
-2r
2.-2r+r-2-(-2r)=-18 r=-2
Damit;
Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische
Kompetenzen
L1 | L2 | L3 | L4 | L5 Kl | K2 | K3 | K4 | K5 | K6
a 2 X X X I [
3 X M m

A.Geo.6



IQB-Aufgaben Erhdéhtes Niveau Teil A: Geometrie

2018-1.1

Gegeben sind die Ebene E: x, —3x; =-19 sowie die Punkte P(1]2]2), Q(1]-1]11)
und S(-2|-4]5).

a Zeigen Sie, dass S in der Ebene E liegt. 1
b Weisen Sie nach, dass die Gerade durch P und Q senkrecht zu E steht. 2
¢ Die Punkte P und Q haben den gleichen Abstand von der Ebene E. Die Punkte S 2

und P legen die Gerade g fest. Spiegelt man g an E, so erhélt man die Gerade h.
Geben Sie eine Gleichung von h an.

Erwartungshorizont

a 4-3-5=-19

b 0 0
Fur PQ =| -3 | und den Normalenvektor n=| 1 | der Ebene gilt PQ =-3-n.
9 -3

¢ Bezeichnet man den Koordinatenursprung mit O, so gilt:
h:x=0S+A-SQ, AelR

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 I 1 1
a 1 X X I 1
2 X X | 1] I 1 1
c 2 X 1] 1] Il 2

A.Geo.7



IQB-Aufgaben Erhdéhtes Niveau Teil A: Geometrie

2018 -1.2
3 3
Gegeben sind die Geraden g:x=|-3 |+r-| 0 | mit r eIR
3 -1
3 1
und h:x=| -3 |+s-| 0| mit selR.
3 3
a Geben Sie die Koordinaten des Schnittpunkts von g und h an. Zeigen Sie, dass g 2
und h senkrecht zueinander verlaufen.
b Die Ebene E enthélt die Geraden g und h. Bestimmen Sie eine Gleichung von E in 3
Koordinatenform.
Erwartungshorizont
a Koordinaten des Schnittpunkts: (3|-3]3)
3 1
0 (|0|=0
-1/ (3
b 0
Der Vektor | 1 | steht senkrecht zu den Richtungsvektoren von g und h. Damit hat
0
die Gleichung von E die Form x, =c mit ceIR. Es gilt: (3|-3|3)eE<c=-3
Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-

Kompetenzen bereich

L1 | L2 | L3 | L4 | L5 K1 | K2 | K8 | K4 | K5 | K6 | Il

a 2 X X I | 2

3 X X Il I 3

A.Geo.8




IQB-Aufgaben Erhdéhtes Niveau Teil A: Geometrie

2018-2.1

Der Punkt P(O | 1] 5) ist Eckpunkt eines Quadrats. Orthogonal zu der Ebene, in der
5 1

dieses Quadrat liegt, verlauft die Gerade g:x=|4 |+t-| 0 | mit telR.
1 0

a Begrunden Sie, dass das Quadrat in der yz-Ebene liegt.

b Der Schnittpunkt der beiden Diagonalen des Quadrats liegt auf der Gerade g, der
Punkt Q(O | 8] 4) in der yz-Ebene. Zeigen Sie, dass Q einer der beiden Eckpunkte
des Quadrats ist, die dem Eckpunkt P benachbart sind.

Erwartungshorizont

a P liegtin der yz-Ebene, der Richtungsvektor von g steht senkrecht dazu.

b Schnittpunkt der Diagonalen: S(0]4|1)
0 0
Mit SP=| -3 | und SQ =| 4 | ergibt sich: ‘@‘:‘@‘ und SP-SQ=0
4 3

Standardbezug

BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich

L1 | L2 | L3 | L4 | L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 | Il

a 2 X X Il 2

A.Geo.9



IQB-Aufgaben Erhdéhtes Niveau Teil A: Geometrie

2019-1.1
In einem kartesischen Koordinatensystem sind die Ebene E:x—y+z—-3=0 und die
1 2
Geraden g, :x=| -2 |[+t-|1+a | mit acIR und teIR gegeben.
0 2
a Bestimmen Sie denjenigen Wert von a, fur den g, senkrecht zu E steht. 2
b Untersuchen Sie, ob es einen Wert von a gibt, fir den g, in E liegt. 3

Erwartungshorizont

a 2 1
l+a|=r-|-1l|er=2Ara=-3
2 1
b Wegen 1-(-2)+0-3=0 gilt (1|]-2|0)€E.
1 2
-lije|l+a|=0=2-1-a+2=0<a=3
1 2

Damit gibt es einen Wert von a, fuir den g, in E liegt.

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 K2 | K3 | K4 | K5 K6 | ] |
a 2 X X 1 1] | 1 1
3 X X 1 1] | 1 2

A.Geo.10



IQB-Aufgaben Erhdéhtes Niveau Teil A: Geometrie

2019-1.2

0 2
Die Gerade g: x=| 2 |+r-| 4 | mit r IR und die Ebene E: x; + 2x, —2x3 = 2 schnei-
0 1

den sich im Punkt S.
a Berechnen Sie die Koordinaten von S. 3

b Der Punkt P; liegt auf g, aber nichtin E. 2
Die Abbildung zeigt die Ebene E, die
Gerade g sowie einen Reprasentanten
des Vektors SP; . Fiir den Punkt P, gilt . E
O—PZ = O—Pl -4. S—Pl , wobei O den Koor- ‘\SPI
dinatenursprung bezeichnet. Zeichnen
Sie die Punkte S, P, und P, in die Ab-
bildung ein.

Erwartungshorizont

Standardbezug

BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich

L1 ( L2 | L3 | L4 L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 | Il Il

a 3 X X I 1 2
2 X X I Il 2

A.Geo.11



IQB-Aufgaben Erhdéhtes Niveau Teil A: Geometrie

2019-2.1

a Die Ebene E: 3x; + 2X, + 2X3; =6 enthdlt einen Punkt, dessen drei Koordinaten 2
Ubereinstimmen. Bestimmen Sie diese Koordinaten.
b Begrunden Sie, dass die folgende Aussage richtig ist: 3

Es gibt unendlich viele Ebenen, die keinen Punkt enthalten, dessen drei Koor-
dinaten Ubereinstimmen.

Erwartungshorizont

a Mit x; = X, = X3 =a ergibt sich: 3a+2a+2a=6<a=>5

b Alle Punkte, deren drei Koordinaten tbereinstimmen, liegen auf der Geraden mit der
1

Gleichung x=b-| 1| mit beIR. Es gibt unendlich viele Ebenen, die parallel zu die-
1

ser Gerade sind und die Gerade nicht enthalten.

Standardbezug

BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich

L1 | L2 | L3 | L4 L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 | Il 1

a 2 X X I I 1 1
3 X X 1] Il 3

A.Geo.12



IQB-Aufgaben Erhdéhtes Niveau Teil A: Geometrie

2020-1.1

In einem Koordinatensystem ist ein gerader Zylinder mit dem Radius 5 und der

Hohe 10 gegeben, dessen Grundflache in der x,x,-Ebene liegt. M(8|5]10) ist der

Mittelpunkt der Deckflache.

a Weisen Sie nach, dass der Punkt P(5 | 1] O) auf dem Rand der Grundflache des Zy- | 2

linders liegt.

b Unter allen Punkten auf dem Rand der Deckflache hat der Punkt S den kleinsten Ab- | 3

stand von P, der Punkt T den gro3ten. Geben Sie die Koordinaten von S an und be-

stimmen Sie die Koordinaten von T.

Erwartungshorizont

a P liegtin der x;x,-Ebene. Der Mittelpunkt der Grundflache ist N(8 | 5|0). Es qilt

-3
INP| = -4 | =(-3)" + (-4)" =5.
0
b S(5/1]10)
8 3 11
OT=OM+SM=| 5 |+|4|=| 9 |, d. h. T(11]9]10).
10 0 10
Standardbezug
BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
K1 K2 K3 K4 K5 K6 [ I 11}
a 2 | I I 1 1
3 ] I I 1 2

A.Geo.13



IQB-Aufgaben Erhdéhtes Niveau Teil A: Geometrie

2020-1.2

Die Abbildung zeigt in einem Koordinatensys-
tem modellhaft eine 7 m breite Theaterkulisse.
Die linke Seitenwand liegt im Modell in der
xz-Ebene, die rechte Seitenwand ist dazu pa-
rallel. Ein auf der Buhne stehender Gegen-
stand wird von einer Lampe beleuchtet. Die
Lampe wird im Modell durch den Punkt
L(4]0|5) dargestellt, die Spitze des Gegen-
stands durch den Punkt S(1|6]2).

Untersuchen Sie rechnerisch, ob der Schatten der Spitze auf der rechten Seitenwand ‘
liegt.

Erwartungshorizont

Alle Punkte der rechten Seitenwand haben im Modell die y-Koordinate 7.
4 -3 0,5
OL + z LS=|0 |+ 16 |=| 7
5 -3 15
Da 0<0,5<4 und 0<1,5<3 gilt, liegt der Schatten auf der rechten Seitenwand.

Standardbezug

BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
K1 K2 K3 K4 K5 K6 I Il |
5 I 1 | I Il Il 2 3

A.Geo.14



IQB-Aufgaben Erhdéhtes Niveau

Teil A: Geometrie

2020-1.3

Betrachtet wird ein gerader Kegel. Die kreisférmige Grundflache liegt in der xy-Ebene
und hat den Mittelpunkt M(2|0|0) sowie den Radius 5. Auf dem Rand der Grundfla-
che liegt ein Punkt P mit der x-Koordinate 6, auf der Mantelflache der Punkt

Q(2]-4]15).
a Bestimmen Sie die mdglichen y-Koordinaten von P.

b Ermitteln Sie die Ho6he des Kegels.

Erwartungshorizont

a /52 _42 =3, d. h. die y-Koordinate ist -3 oder 3.
b L=23 oh=75

15 5-4
Standardbezug
BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
K1 K2 K3 K4 K5 K6 | Il 1
a 2 Il | | 1 1
3 Il | 1 1 2

A.Geo.15



IQB-Aufgaben Erhdéhtes Niveau Teil A: Geometrie

2020-2.1

In einem Koordinatensystem werden die geraden Pyramiden AB,C;D;S; mit
A(0]0]0), B;(t|0]0), C,(t|t]0) und D,(0[t|0) und telR" betrachtet; die Punkte
S; haben jeweils die z-Koordinate é Die Abbildung zeigt die Pyramide fiir t=6.

Die Ebene E:3y+4z =24 enthalt den Punkt S; fir t=12.
a Begrunden Sie, dass E parallel zur x-Achse verlauft.

b Untersuchen Sie, fir welche Werte von t die Pyramide und die Ebene E gemein-
same Punkte haben.

Erwartungshorizont

a Die Gleichung von E liefert nur eine Bedingung fiir die y- und z-Koordinate der
Punkte der Ebene.

b E schneidet die xy-Ebene in der Gerade g mit der Gleichung y=8. Fur t=8 liegt
D, auf g, fur t>8 befinden sich A und D, auf verschiedenen Seiten von E und flr
t < 8 liegen alle Eckpunkte der Pyramide auf derselben Seite von E. Folglich haben
die Pyramide und E genau dann gemeinsame Punkte, wenn t > 8 gilt.

Standardbezug
BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
K1 K2 K3 K4 K5 K6 | Il 1
a 1 | | 1
b 4 1] 1] 1] 1 3

A.Geo.16



IQB-Aufgaben Erhdéhtes Niveau Teil A: Geometrie

2020-2.2

Betrachtet wird die Schar der Geraden durch die Punkte A(0|5]1) und B, (0]0|k); 5
dabei nimmt der Parameter k alle Werte aus dem Intervall [3;+ [ an. Die Geraden
schneiden die Ebene mit der Gleichung x5 =2 . Ermitteln Sie die Koordinaten aller
Schnittpunkte in einer Form, die keine Parameter enthélt.

Erwartungshorizont

Die Schnittpunkte haben die x;-Koordinate 0 und die X3 -Koordinate 2. Fir k =3 ist
die x, -Koordinate 2,5. Fir zunehmende Werte von k wird die x, -Koordinate groer
und kommt dabei fir k — +oo dem Wert 5 beliebig nahe. Also gilt 2,5 <x, <5.

Standardbezug
BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
K1 K2 K3 K4 K5 K6 | Il 1
5 1l 1] 1 1 2 3

A.Geo.17



IQB-Aufgaben Erhdéhtes Niveau Teil A: Stochastik

2015-1.1

Die Abbildung zeigt den Graphen der Dichtefunktion einer normalverteilten Zufalls-
groiRe X.

0.8
/ N\
0.6 y N
0.4 : 7 \\
0.2 7 AN
___// \\_ X\
0 1 2 3 i

a Geben Sie den Erwartungswert von X an.
b Geben Sie die Wahrscheinlichkeit daftir an, dass X den Wert 2,4 annimmt.

¢ Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass X einen Wert aus dem Intervall
[1,1,4] annimmt.

Erwartungshorizont

a Der Erwartungswert betragt etwa 1,8.
b P(X=24)=0

C P(1<X<14)~0,4 222058 160

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische
Kompetenzen
L1 L2 L3 L4 L5 K1 K2 | K3 | K4 | K5 | K6
a 1 X X I I
1 I
c 3 X 1] 1] 1]

A.Sto.1



IQB-Aufgaben Erhdéhtes Niveau Teil A: Stochastik

2015-1.2

Die Flachen zweier Wiirfel sind mit jeweils einem Buchstaben beschriftet:
Wirfel 1: B, B, C,C,C, C Wirfel 2: A, A, A, B, B, C

a Warfel 1 wird zweimal geworfen. Eine Zufallsgrof3e beschreibt, wie oft dabei eine

Flache mit dem Buchstaben B gewdrfelt wird. Berechnen Sie den Erwartungswert
dieser ZufallsgroiRe.

b Einer der beiden Wiirfel wird zufallig ausgewahlt und einmal geworfen; es wird eine | 3

Flache mit dem Buchstaben C gewurfelt. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit da-
fur, dass dabei der Wirfel 2 geworfen wurde.

Erwartungshorizont

@ P(X=1)=2:5-3=4 P(x=2)-1-4-3
1

3
1.1
b 2 6 =1
11,14 5
26726
Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische
Kompetenzen
L1 L2 L3 L4 L5 K1 K2 | K3 | K4 | K5 | K6
a 2 X X X 1] | |
3 X 1] | Il

A.Sto.2



IQB-Aufgaben

Erhohtes Niveau

Teil A: Stochastik

2015-2.1

Die binomialverteilten ZufallsgroBen X; und X, geben fir Trefferwahrscheinlichkeiten

von p; =0,8 bzw. p, =0,2 jeweils die Anzahl der Treffer bei flnf Versuchen an.

a Betrachtet wird die Zufallsgrol3e X;. Geben Sie einen Term an, mit dem die Wahr-
scheinlichkeit fir genau einen Treffer berechnet werden kann.

b Geben Sie fur eine der beiden Zufallsgrof3en ein Ereignis an, dessen Wahrschein-
lichkeit durch den Term

5 5 5
1- .0,8%.0,2°+| ~ |-0,8%.0,2'+| ~ |-0,8°
3 4 5

angegeben wird.

¢ Abbildung 1 zeigt die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X; . Stellen Sie die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung von X, in Abbildung 2 dar.

0,5 {BXK)
0,4
0,3
0,2
0,1
0o 1

Erwartungshorizont

2 3 4 5

a P(X=1)=5-0,8-0,2*

b Far X, gibt der Term die Wahrscheinlichkeit dafur an, dass hochstens zwei Treffer

erzielt werden.

c 05 ]POGK)
0.4

0,31

0,2 1

0,11

Abb. 1

0,5
0.4
0,3
0,2
0,1

PO

11
S

Ko
2

1 2 3 4 5

01 2 3 45
Standardbezug

BE Leitideen allgemeine mathematische

Kompetenzen
L1 | L2 | L3 | L4 | L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6

a 1 |
b 2 Il 11
c 2 Il 1l 1

Abb. 2

A.Sto.3



IQB-Aufgaben

Erhohtes Niveau

Teil A: Stochastik

2017-1.1

Ein Glucksrad hat drei Sektoren, einen blauen, einen gelben und einen roten. Diese
sind unterschiedlich grof3. Die Wahrscheinlichkeit dafur, dass beim einmaligen Drehen
der blaue Sektor getroffen wird, betragt p.

a Interpretieren Sie den Term (1—p)7 im Sachzusammenhang.

b Das Glicksrad wird zehnmal gedreht. Geben Sie einen Term an, mit dem die Wahr-
scheinlichkeit dafur berechnet werden kann, dass der blaue Sektor genau zweimal

getroffen wird.

c Die Wahrscheinlichkeit daftir, dass beim einmaligen Drehen der gelbe Sektor getrof-
fen wird, betragt 50 %. Felix hat 100 Drehungen des Gliicksrads beobachtet und
festgestellt, dass bei diesen der Anteil der Drehungen, bei denen der gelbe Sektor
getroffen wurde, deutlich geringer als 50 % war. Er folgert: ,Der Anteil der Drehun-
gen, bei denen der gelbe Sektor getroffen wird, muss also bei den nachsten 100
Drehungen deutlich gro3er als 50 % sein.”“ Beurteilen Sie die Aussage von Felix.

Erwartungshorizont

a Mit dem Term kann die Wahrscheinlichkeit daftir berechnet werden, dass bei sieben

Drehungen der blaue Sektor nicht getroffen wird.

2

c Die Aussage ist falsch, da die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der gelbe Sektor ge-

° [10)‘02 (1-p)°

troffen wird, bei allen Drehungen gleich grof3 ist.

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische
Kompetenzen
L1 L2 L3 L4 L5 K1 K2 K3 | K4 | K5 K6
a 2 X 1 1] 1]
1 X X I
c 2 X 1 1] 1]

A.Sto.4
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2017 -1.2

Jedes Uberraschungsei eines Herstellers enthalt entweder eine Figur oder keine Figur,
wobei der Anteil der Uberraschungseier mit einer Figur 25 % betragt.

a Zehn Uberraschungseier werden nacheinander zufallig ausgewahlt. Geben Sie ei-
nen Term zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit dafir an, dass nur in den letzten
beiden Uberraschungseiern jeweils eine Figur enthalten ist.

b Sechs Uberraschungseier werden zuféllig ausgewahlt. Die ZufallsgroRe X gibt an,
wie viele dieser Uberraschungseier eine Figur enthalten. Eine der folgenden Abbil-
dungen stellt die Wahrscheinlichkeitsverteilung dieser Zufallsgréf3e X dar:

I TPx=k) I Tex=k) M Tex=k)
04 04 04
0.3 0.3 0.3
024 0.2 0.2 —
o.le ] o 0.1 ]
K, L k, ol K
0012 3 45 6 001 2 3 45 6 70012 3 45 6

Geben Sie an, welche Abbildung dies ist. Begriinden Sie, dass die beiden anderen
Abbildungen dies nicht sind.

Erwartungshorizont

a 0,75%.0,25%
b Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X zeigt Abbildung .

X ist binomialverteilt, der Erwartungswert von X ist 6-0,25=15. Abbildung Il zeigt
eine Gleichverteilung, Abbildung Il eine Verteilung mit einem Erwartungswert, der
groRer als 1,5 ist.

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische
Kompetenzen
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 K3 | K4 | K5 K6
a 2 X | I
3 X X X 1] Il Il

A.Sto.5
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2017 -2.1

Schwarze und weil3e Kugeln sind wie folgt auf drei Urnen verteilt:

0.0J OO0 QO

Urne A Urne B Urne C

a Aus Urne A wird zunéachst eine Kugel zufallig entnommen und in Urne B gelegt. An-
schlieRend wird aus Urne B eine Kugel zuféllig enthommen und in Urne C gelegt.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafur, dass sich danach in Urne C zwei weil3e
Kugeln und eine schwarze Kugel befinden.

b Die drei Urnen mit den in der Abbildung dargestellten Inhalten bilden den Ausgangs-
punkt fur folgendes Spiel:
Es wird zunéchst ein Einsatz von 1 Euro eingezahlt. AnschlieBend wird eine der
drei Urnen zufallig ausgewahlt und danach aus dieser Urne eine Kugel zufallig
gezogen. Nur dann, wenn diese Kugel schwarz ist, wird ein bestimmter Geldbe-

trag ausgezahlt.

Ermitteln Sie, wie grol3 dieser Geldbetrag sein muss, damit bei diesem Spiel auf
lange Sicht Einsatze und Auszahlungen ausgeglichen sind.

Erwartungshorizont

1.1,1.1_3
a3 2%3° 478
11,1 1_5
b 32+33=1
) _ 13 . (_1\= _
E'(X 1)+18 (-1)=0<=x=3,6

Der Geldbetrag muss 3,60 Euro betragen.

Standardbezug

BE Leitideen allgemeine mathematische
Kompetenzen

L1 | L2 | L3 L4 | L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6

a 2 X Il Il I
3 X X X X 1l 1l I

A.Sto.6
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2018-1.1

a Die Zufallsgrof3e X ist binomialverteilt mit n=10 und p =0,8. Eine der folgenden Ab-| 3
bildungen stellt die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X dar.

05 [POX=k) 05 [POX=k)
0.2 0.2
0.1 0.1
k
0123 45678 910111213 0123 45678 910111213
Abb. 1 Abb. 2
06 [PX=K)
04
0.2
N k
012345678 910111213
Abb. 3

Geben Sie die beiden Abbildungen an, die die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X
nicht darstellen. Begriinden Sie Ilhre Angabe.

b Betrachtet wird die binomialverteilte Zufallsgréf3e Y mit den Parameternnund p. Es | 2
gilt:
+ Der Erwartungswert von Y ist 8.
+ Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Y ist symmetrisch.

Ermitteln Sie den Wert von n.

Erwartungshorizont

a Abbildung 1 stellt die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X nicht dar, da

10
P(X>10)>0, Abbildung 3 nicht, da ZP(X:k)>1.
k=0

b Aufgrund der Symmetrie der Wahrscheinlichkeitsverteilung gilt p=0,5.
n-0,5=8<n=16

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 | L4 L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 | ] ]
a 3 X X 1 I 1 2
2 X X X 1 1 | 2

A.Sto.7
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2018 -1.2
Ein Glucksrad mit drei gleich groRen Sektoren ist wie abgebildet be-
schriftet. Das Glucksrad wird zweimal gedreht.
a Die ZufallsgrofRe X gibt die Summe der beiden erzielten Zahlen an. Ergénzen Sie in | 2
der folgenden Tabelle die fehlenden Werte.
|2 3]« |5 | 6|
_ 1 1
P |3 R
b Betrachtet werden die Ereignisse A und B: 3
A: ,Es wird (1,3), (22) oder (3;1) erzielt.“
B: ,Beim ersten Drehen wird eine 2 erzielt.”
Untersuchen Sie, ob A und B stochastisch unabhéngig sind.
Erwartungshorizont
k|2 ls a5 |6
_ 1 2 1 2 1
IR
b P(A)-P(B)=%.-1-1-P((22))=P(AnB),d. h. Aund B sind stochastisch unab-
hangig.
Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 | L2 | L3 | L4 | L5 Kl | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 | I 1]
a 2 X X | | | 2
3 I I | 3

A.Sto.8
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2018-2.1

Die ZufallsgréRen X und Y kdnnen jeweils die Werte 3, 4 und 5 annehmen.

a Fur die ZufallsgroBe X gilt: P(X=3) =2 und P(X=4)=7. Bestimmen Sie den Er- | 2

wartungswert von X.

b Fir die ZufallsgroRe Y gilt: P(Y =3)=2%, P(Y=4)>% und P(Y=5)>Z. Bestimmen | 3

Sie alle Werte, die fur den Erwartungswert von Y infrage kommen.

Erwartungshorizont

1, 1, _1_1).5_49
a 3:3+% 4+(1 3 4)5_12
1 _ 3 i H 23 25
b Mit £<P(Y=5)<2 ergibtsich £ <E(Y)<2.
Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 K2 K3 K4 K5 K6 | Il 1l
a 2 X X X Il | 1 1
3 X X X I I 1] 3

A.Sto.9
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2019-1.1

a Die Abbildung zeigt kumulierte Werte der Wahrschein-

lichkeitsverteilung einer binomialverteilten ZufallsgroRe X
mit dem Parameter n=5. Zeichnen Sie in die Abbildung

den zu k =5 gehdrenden Wert ein und ermitteln Sie die
Wahrscheinlichkeit daftir, dass X den Wert 2 annimmt.

Erwartungshorizont
a TFrxsk
N
0.5
.O 1.2 3 4 5

P(X=2)~05-0,2=0,3

0.51

0

b Betrachtet wird eine binomialverteilte ZufallsgréR3e Y mit den Parametern n=5 und | 3
p>0.Esgilt P(Y=4)=10-P(Y =5). Berechnen Sie den Wert von p.

2 3

b Fir p>0 gilt: 5-p*-(1-p)=10-p°> < 5-5p=10p = 15p=5<=p=1

4 5

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 K3 | K4 | K5 K6 | 1 ]
a 2 X X 1 I | 1 1
3 X X X Il 1] | 3

A.Sto.10
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2019-1.2

Ein Glicksrad besteht aus funf gleich groRen Sektoren. Einer der Sektoren ist mit ,,0*
beschriftet, einer mit ,,1“ und einer mit ,2“, die beiden anderen Sektoren sind mit ,9 be-

schriftet.

a Das Glicksrad wird viermal gedreht. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, 2

dass die Zahlen 2, 0, 1 und 9 in der angegebenen Reihenfolge erzielt werden.

b Das Gliucksrad wird zweimal gedreht. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafr, 3
dass die Summe der erzielten Zahlen mindestens 11 betragt.

Erwartungshorizont

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 K2 | K3 | K4 | K5 K6 | Il 1
a 2 I 2
3 X Il 1] | 3

A.Sto.11



IQB-Aufgaben Erhdéhtes Niveau Teil A: Stochastik

2019-2.1

Eine Urne A ist mit finf roten und funf blauen Kugeln geftillt, eine Urne B mit n roten
und 3-n blauen, wobei n>0 gilt. Aus der Urne A wird eine Kugel zuféllig entnommen
und in die Urne B gelegt. Danach wird aus der Urne B eine Kugel zuféllig entnommen
und in die Urne A gelegt. Nun befindet sich in der Urne A eine unbekannte Anzahl roter
Kugeln.

a Geben Sie alle Mdglichkeiten fur diese unbekannte Anzahl an. 1

b Fir einen bestimmten Wert von n betragt die Wahrscheinlichkeit daftir, dass die un- | 4
bekannte Anzahl roter Kugeln in der Urne A flnf ist, %. Bestimmen Sie diesen Wert
von n.

Erwartungshorizont

a In der Urne A kénnen sich 4, 5 oder 6 rote Kugeln befinden.

b L.n+tl 1 3n+l_ _4n+2 _ 2n+l _ 15 —
2 and T2 a1l T 2(nD)  4nil 29 < n=7

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 K2 | K3 | K4 | K5 K6 | Il 1
a 1 X I I 1
4 X Il 1] 1 3

A.Sto.12
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2020-1.1

Gegeben sind die binomialverteilten Zufallsgréf3en X und Y. X hat die Parameter
n=40 und py =0,65.

a Geben Sie einen Term an, mit dem die Wahrscheinlichkeit P(X =30) berechnet 1
werden kann.

b Die Abbildung zeigt die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X. 2

Fur einen Wert von k stellen die grau markierten Saulen die Wahrscheinlichkeit
P(X <k) dar. Ermitteln Sie diesen Wert von k.

c Die Zufallsgrof3e Y hat ebenfalls den Parameter n=40. Geben Sie alle Werte von 2
py mit 0<py <1 an, fur die die Wahrscheinlichkeit P(Y =10) groRer ist als die
Wahrscheinlichkeit P(Y =30).

Erwartungshorizont

a (40
.0,65%° . 0,35
30

b Der Erwartungswert von X ist 40-0,65 =26 . Die Wahrscheinlichkeitsverteilung
von X nimmt ihr einziges Maximum also fir k=26 an. Der Abbildung ist zu entneh-
men, dass dieser Wert von k mit dem gesuchten tbereinstimmt.

c py <05
Standardbezug
BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
K1 K2 K3 K4 K5 K6 I Il |
a 1 | 1
2 1l Il | 1 1
c 2 1l Il 2

A.Sto.13
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2020-1.2

Fur ein Spiel werden ein Tetraeder und ein Wiirfel verwendet. Die Seiten des Tetra-
eders sind mit den Zahlen 1 bis 4 durchnummeriert, die des Wiirfels mit den Zahlen 1
bis 6. Ebenso wie beim Werfen des Wiirfels werden beim Werfen des Tetraeders alle
Zahlen mit gleicher Wahrscheinlichkeit erzielt.

Zu Beginn des Spiels wird ein Einsatz von 5 Euro geleistet. Anschliel3end wird das Tet-
raeder einmal geworfen. Wird dabei die Zahl 3 erzielt, wird das Tetraeder ein weiteres
Mal geworfen, andernfalls einmal der Wirfel. Nur dann, wenn bei genau einem der bei-
den Wirfe die Zahl 3 erzielt wird, erfolgt eine Auszahlung.

a Zeigen Sie, dass die Wahrscheinlichkeit dafir, bei einmaliger Durchfihrung des 2
Spiels mindestens einmal die Zahl 3 zu erzielen, % betragt.

b Bei vielfacher Durchfiihrung des Spiels ist zu erwarten, dass sich Einsatze und Aus- | 3
zahlungen mit der Zeit ausgleichen. Ermitteln Sie die H6he der Auszahlung.

Erwartungshorizont

_3.5_3
al-7%5=%
3_1.1).x=35 .x= =
b (3-21.1).x=2.x=5€<=x=16€
Standardbezug
BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
K1 K2 K3 K4 K5 K6 I Il |
a 2 | | | 2
3 Il Il | 3

A.Sto.14
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2020-1.3

Die Abbildung zeigt das Netz eines Wiirfels.

a Der Wurfel wird zweimal geworfen. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafur,

dass die Summe der beiden geworfenen Zahlen 4 ist.

b Die Zahlen ,1“ und , 3" werden jeweils durch eine neue Zahl ersetzt. Das Verhaltnis
der beiden neuen Zahlen ist ebenfalls 1: 3. Betrachtet man bei einmaligem Werfen
des geanderten Wiirfels die geworfene Zahl, so ist der zugehdrige Erwartungswert 4.

Ermitteln Sie die beiden neuen Zahlen.

Erwartungshorizont

J1.1.,4.4_1
a 25676672

1. 4, 1, — 4, _8 —
b 5 X+ 2+6 3x 4c>6x 3 S X 4

Die neuen Zahlen sind 4 und 12.

2

2

2

Standardbezug
BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
K1 K2 K3 K4 K5 K6 I Il |
a 2 | I | 2
3 Il Il | 3

A.Sto.15
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2020-2.1

a Eine Urne enthalt einhundert Kugeln, davon sind zwanzig weil3. Zwei Kugeln werden | 1
nacheinander zufallig gezogen; dabei wird die erste gezogene Kugel nicht zurtickge-
legt, bevor man die zweite zieht. Geben Sie in diesem Zusammenhang ein Ereignis

an, dessen Wahrscheinlichkeit durch den Term 2% 23 angegeben wird.

b Eine andere Urne enthalt ebenfalls einhundert Kugeln; fir die Anzahl w der enthalte- | 4
nen weif3en Kugeln gilt 1<w <99. Auch aus dieser Urne werden zwei Kugeln nach-
einander zufallig gezogen. Die erste gezogene Kugel ist weil3. Betrachtet werden
zwei Féalle:

1. Fall: Die erste gezogene Kugel wird nicht zurticklegt, bevor man die zweite zieht.

2. Fall: Die erste gezogene Kugel wird zurticklegt, bevor man die zweite zieht.

Die Wahrscheinlichkeit dafir, dass auch die zweite gezogene Kugel weil} ist, betragt
im 1. Fall p, im 2. Fall ist sie 2% von p grol3er. Berechnen Sie den Wert von w.

Erwartungshorizont

a Beide gezogenen Kugeln sind weif3.

b W =102 %1 99w=102w-102 < w =34

100 99
Standardbezug
BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
K1 K2 K3 K4 K5 K6 | Il 1
a 1 | | | 1
4 1] 1] Il Il 1 3

A.Sto.16



IQB-Aufgaben

Erhohtes Niveau

Teil A: Stochastik

2020-2.2

Eine Gartnerei, die Tulpen in den Farben Gelb, Orange und Rot zlichtet, stellt Straul3e

mit jeweils 15 Tulpen zusammen.

a Einer der StrauR3e soll Tulpen in zwei verschieden Farben enthalten. Die Anzahl der

. . . ) 3
Mdglichkeiten, diesen Straufl zusammenzustellen, kann mit dem Term (2] -14 be-

rechnet werden. Beschreiben Sie fur jeden der beiden Faktoren die Bedeutung im

Sachzusammenhang.

b In einem der Straul3e sollen zu jeder der drei Farben mindestens vier und héchstens | 3

sechs Tulpen enthalten sein. Bestimmen Sie die Anzahl der Mdglichkeiten, diesen

Strauld zusammenzustellen.

Erwartungshorizont

a Der erste Faktor gibt die Anzahl der Moglichkeiten an, zwei der drei Farben auszu-

wahlen, der zweite die Anzahl der Mdoglichkeiten fir die Anzahl der Tulpen einer der

beiden Farben.

b Es gibt eine Moglichkeit, den Straul3 aus jeweils funf Tulpen der drei Farben, und

3-2 Mdglichkeiten, den Straul? aus vier Tulpen einer ersten Farbe, finf Tulpen einer

zweiten Farbe und sechs Tulpen der dritten Farbe zusammenzustellen — insgesamt

also sieben Moglichkeiten.

Standardbezug
BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
K1 K2 K3 K4 K5 K6 | Il 1
a 2 Il | | 1 1
3 1] Il 3

A.Sto.17
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2015 -WTR 1
1 Gegeben ist die Funktion f mit fy l
f(x)=1x>-3x*+9x -5 und Definitions- 4
menge IR. Abbildung 1 zeigt den Graphen
Gy von f. 2 |
0 \ [1x
o] 2 6 |/8
B // : [
o)
-6
| Abb. 1

a Bestimmen Sie rechnerisch die Koordinaten und die Art der Extrempunkte von G; | 5

b Betrachtet wird die Gleichung f(x)=c mit c eIR. Ermitteln Sie mithilfe von Abbil- | 4
dung 1 die Anzahl der Lésungen dieser Gleichung in Abhangigkeit von c.

Durch Verschiebung von G; um 4 in negative x-Richtung und um 1 in positive
y-Richtung entsteht der Graph einer Funktion g.

¢ Geben Sie einen Term von g an, an dem man diese Verschiebung erkennen kann.| 2
d Ein vereinfachter Term von g ist g(x) = %x3 —3x . Begrlnden Sie mithilfe der 3

Funktion g, dass der Graph von f symmetrisch beztiglich des Punkts (4 | —1) ist.

3
e Bestatigen Sie rechnerisch, dass jf(x)dx =5 gilt. 3
1

f Bestimmen Sie ohne Verwendung einer Stammfunktion den Wert des Integrals 5

-
J'f (x)dx und veranschaulichen Sie Ihr Vorgehen durch geeignete Eintragungen
5

in Abbildung 1.

Die Funktion f gehort zur Schar der in IR definierten Funktionen f, mit

fo(x)=1x>-3x* +ax -5 und acIR. Der Graph von f, wird mit G, bezeichnet.

g Bestimmen Sie die Koordinaten des Wendepunkts von G, . 3

h Die Wendepunkte aller Graphen G, liegen auf einer zur y-Achse parallelen Gera- | 2
den. Begrunden Sie, dass man dies am Term von f, erkennen kann.

i Ermitteln Sie die Koordinaten des Punkts, durch den alle Graphen der Schar ver- | 5
laufen. Bestimmen Sie den Wert von a so, dass sich die Graphen G, und G; in
diesem Punkt senkrecht schneiden.

J Untersuchen Sie rechnerisch, fur welche Werte von a der Graph G, keinen Punkt | 4
besitzt, in dem die Tangente parallel zur x-Achse verlauft.

B.Ana.l
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2 Eine vertikal stehende Getrankedose hat die Form
eines geraden Zylinders. Die Lage des gemeinsa-
men Schwerpunkts S von Dose und enthaltener
Flassigkeit hangt von der Fullhdhe der Flissigkeit
tber dem Dosenboden ab. Ist die Dose vollstandig
gefullt, so betragt die Fullhéhe 15 cm (vgl. Abbil-
dung 2).

1

A NN NN A
w

1

]

-

1
l—— X%

A
Abb. 2

Abbildung 3 zeigt den Graphen G,, der Funktion h, die fir 0 <x <15 die H6he des
Schwerpunkts S Uber dem Dosenboden in Zentimetern angibt; dabei ist x die Full-
héhe in Zentimetern. G, hat den Tiefpunkt (3|3).

N

1V
8
6 1
\ A
L1

4

//
2
0 Xy
ol 2 4] 6] 8 |10]12]14 Abb. 3

a Ermitteln Sie grafisch die Fullhéhen, bei denen der Schwerpunkt auf halber Héhe | 2
der Dose liegt.

b Die zunachst leere Dose wird langsam mit Flissigkeit geflllt, bis die maximale 4
Fullhéhe von 15 cm erreicht ist. Beschreiben Sie die Bewegung des Schwer-
punkts S wahrend des Flllvorgangs. Stellen Sie fiir den Moment, in dem sich der
Schwerpunkt in seiner geringsten Hohe befindet, Dose, Fullhdhe und Schwer-
punkt schematisch dar und beschreiben Sie die Besonderheit dieser Situation.

c Fur die Funktion h gilt h(x)=1x -1 +-8-. Bestimmen Sie rechnerisch die Fullhs- | 4

hen, bei denen der Schwerpunkt 4 cm tiber dem Dosenboden liegt.
d Nun wird eine andere vertikal stehende Dose betrachtet, die ebenfalls die Form ei-| 4

nes geraden Zylinders hat. Sowohl bei leerer als auch bei vollstandig geftillter

Dose liegt der gemeinsame Schwerpunkt von Dose und enthaltener Flissigkeit

genau in der Mitte der Dose. Ist diese Dose vollstandig gefillt, so betragt die Full-

héhe 11 cm. Die HOhe des Schwerpunkts wird durch eine Funktion k mit

k(x) =%x +S+x+r1 mit s,t eIR beschrieben. Bestimmen Sie die passenden Werte
von s und t.

B.Ana.2
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Erwartungshorizont

1a

f’(x):%x2 -6x+9, f(x)=0=x=2vx=6
Vorzeichenbetrachtung von f'(x) fuhrt zu:
Hochpunkt: (2]3), Tiefpunkt: (6|-5)

Die Gleichung besitzt fir ¢ <5 und fur ¢ >3 jeweils genau eine Ldsung, fur
¢ =-5 und fir ¢ =3 jeweils genau zwei Lésungen und fir -5 <c¢ <3 genau drei
LOsungen.
g(x)=[%-(x+4)3 3. (x+4) +9.(x+4)_5]+1
Der angegebene Term von g enthalt nur Potenzen von x mit ungeradem Exponen-
ten; der Graph von g ist damit symmetrisch beziglich des Koordinatenursprungs.
G; geht aus dem Graphen von g durch Verschiebung um 4 in positive x-Richtung
und um 1 in negative y-Richtung hervor und ist damit symmetrisch beztiglich des
Punkts (4]-1).

3

2 1 4 3,90
If(x)dx: — X" =x°+=x“-5x| =5
) 16 2 )

]'f(x)dx:—ﬁf(x)dx+2-2}:—9 g 7

5
0 A\ [
123wbke61]8

=]

-1
-2
-3
4
-5
6

|
N
N

fa(x)=2x*-6x+a, ff(x)=3x-6, fj(x)=0=x=4
Wendepunkt: (4]4a—37)

Der Parameter a ist im Funktionsterm von f; nurim Summanden ax enthalten,
tritt im Term der zweiten Ableitung von f; also nicht auf. Damit ist die x-Koordinate
des Wendepunkts von G, unabhé&ngig von a.

Fur a; = a, gilt: f, (X)=Tf,, (X) ©a;-x=a, - x=x=0

Damit verlaufen alle Graphen der Schar durch den Punkt (O | —5).

fé(o)z—@aaz—

f(x)=03x*-6x+a=0

Wl

Betrachtung der Diskriminante: (—6)2 -4-3.a<0=a>12

Als Lésungen der Gleichung h(x) =7,5 lassen sich der Abbildung 3 ndherungs-
weise x =0 und x =15 entnehmen. Damit liegt der Schwerpunkt bei den Fullho-
hen 0 cm und 15 cm jeweils auf halber Héhe der Dose.

B.Ana.3
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b Die Hohe des Schwerpunkts S nimmt zunadchst ab und
steigt dann wieder bis zum Ausgangswert an.

Befindet sich der Schwerpunkt in seiner geringsten
Hohe, so liegt er auf der Oberflache der Flussigkeit.

w

e iy

bes

Bei den Fullhéhen 1 cm und 7 cm liegt der Schwerpunkt jeweils 4 cm Gber dem

c h(x)=4<:>x2—8x+7:0c>x=lvx=7

Dosenboden.
d k(0)=55<s+t=55; k(11)=5,5c>s+ﬁ=0
Damit: s=-1, t=6
Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 K3 | K4 | K5 K6 | 1 ]
la 5 X X I | X
b 4 X Il Il 1l X
c 2 X X 1l 1] X
d 3 X ] ] 1] X
e 3 X | X
f 5 X X X ] ] Il X
o] 3 X X | X
h 2 X X Il 1] X
i 5 X X X Il 1] X
] 4 X X 1 11 X
2a 2 X X | Il 1] X
4 X X X 1] Il 1] X
c 4 X X X | 1] X
d 4 X X 1 11 1] X

B.Ana.4
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2017 -WTR 1

1 Abbildung 1 zeigt den Graphen einer Funktion f, die fir 0 <t <15 das Volumen des
Wassers in einem Becken in Abhangigkeit von der Zeit beschreibt. Dabei ist t die seit
Beobachtungsbeginn vergangene Zeit in Stunden und f(t) das Volumen in Kubik-
metern.

600 1

500 /' N

440
| \‘
ado 1 N

1 A
go \

IR 5 10 15 20
| ! | | L | Abb. 1

a Geben Sie das Volumen des Wassers funf Stunden nach Beobachtungsbeginn an | 3
sowie den Zeitraum, in dem das Volumen mindestens 350 Kubikmeter betragt.

b Bestimmen Sie die momentane Anderungsrate des Wasservolumens zwei Stun- 4
den nach Beobachtungsbeginn.

¢ Die fuinfzehn Stunden nach Beobachtungsbeginn vorliegende momentane Ande- 3
rungsrate des Wasservolumens bleibt bis zu dem Zeitpunkt erhalten, zu dem das
Becken kein Wasser mehr enthélt. Beschreiben Sie ein Verfahren, mit dem man
diesen Zeitpunkt grafisch bestimmen kann. Geben Sie den Zeitpunkt an.

d Interpretieren Sie die Gleichung f(t+6)="f(t)-350 im Sachzusammenhang. Ge- | 4
ben Sie eine Losung der Gleichung an.

e Begriinden Sie, dass die Funktionsgleichung von f weder die Form | noch die 3
Form Il hat:
| y=-0,3t* +at®> +100, aclR

Il y=8,5t2+37t> +bt+100, belR

2 Fir ein anderes Becken wird die momentane Anderungsrate des Volumens des ent-
haltenen Wassers fur 0 <t <15 durch die Funktion g mit
9(t)=0,4- (2t3 —39t% +180t) beschrieben. Dabei ist t die seit Beobachtungsbeginn
3

vergangene Zeit in Stunden und g(t) die Anderungsrate in ™-. Die Funktion G mit
G(t)=0,2- (t4 - 26t +180t2) ist eine Stammfunktion von g.

a Berechnen Sie flr den beschriebenen Zeitraum denjenigen Zeitpunkt, zu dem die | 5
momentane Anderungsrate des Wasservolumens maximal ist.

b Ermitteln Sie rechnerisch den Zeitraum, in dem das Volumen des Wassers ab- 4
nimmt.

¢ Drei Stunden nach Beobachtungsbeginn sind im Becken 350 Kubikmeter Wasser | 4
enthalten. Bestimmen Sie das Volumen des Wassers zu Beobachtungsbeginn.

d Untersuchen Sie rechnerisch, ob es nach Beobachtungsbeginn einen Zeitpunkt 5
gibt, zu dem das Wasservolumen ebenso grof3 ist wie zu Beobachtungsbeginn.
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3 Fur jeden Wert ¢ €IR™ ist die in IR definierte Funktion h : x - ¢ -sin(cx) gegeben.
Abbildung 2 zeigt den Graphen von h;.

y

= -T1/2 0 m2 ™ 3m2 A2 5mf2 3

Abb. 2

a Skizzieren Sie fur c =% und c =2 jeweils den Graphen von h. in Abbildung 2. 4

b Eine Nullstelle von h; ist 0, die benachbarte positive Nullstelle wird mit u bezeich- | 5
net. Geben Sie den Wert von u in Abhangigkeit von ¢ an. Berechnen Sie damit
den Inhalt des Flachenstlicks, das der Graph von h; fur 0 <x <u mit der x-Achse
einschlief3t.

¢ Beschreiben Sie, wie man ohne Verwendung einer Ableitungsfunktion die Koordi- | 3
naten eines Tiefpunkts des Graphen von h; in Abh&ngigkeit von ¢ ermitteln kann.
Geben Sie die Koordinaten eines Tiefpunkts an.

d Geben Sie einen Term der 103. Ableitung von h, an. 3

Erwartungshorizont

1 a Das Volumen des Wassers funf Stunden nach Beobachtungsbeginn betragt etwa
490m?3. Der Zeitraum, in dem das Volumen mindestens 350 Kubikmeter betragt,
beginnt etwa 0,9 Stunden und endet etwa 6,8 Stunden nach Beobachtungsbeginn.

Ay _ 360 _
b6c0y/ A~ =90
go . - ..
° /71 Die momentane Anderungsrate betragt
400
/ A\ etwa 90”‘T3.

309/t N
Ao i /’_"\\
1do \\\

1' Q 5 10 15 20

I 1 1 L |

¢ Zeichnet man die Tangente an den Graphen von f im Punkt (15 |f(15)) in die Ab-
bildung ein, so liefert die x-Koordinate des Schnittpunkts dieser Tangente mit der
t-Achse den gesuchten Zeitpunkt.

Das Becken enthélt etwa 19 Stunden nach Beobachtungsbeginn kein Wasser
mehr.

d Die Lésung der Gleichung liefert diejenigen Zeitpunkte, zu dem das Volumen des
Wassers 350 Kubikmeter grof3er ist als sechs Stunden spater.

t~3 (Hinweis: Weitere Lésung ist t~4.)

e Der Graph einer Funktion der Form | ist symmetrisch zur y-Achse. Der Graph ei-
ner Funktion der Form Il hat nur einen Wendepunkt.
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2 a g(t)=04-(6" ~78t+180), ¢'(1) =0 = * ~13t+30=0 = t=3v =10

Wegen g(0)=0, g(3)=97,2, g(10)=-40 und g(15)=270 ist die momentane
Anderungsrate 15 Stunden nach Beobachtungsbeginn maximal.

b g(t) =0 2t-(t*~19,5t+90) =0 t=0vt=7,5vt=12

Da g(10) <0, liegt der Zeitraum zwischen 7,5 und 12 Stunden nach Beobach-
tungsbeginn.

3
350 - [g(t)dt =350~ [ G(t)], ~150

0
Zu Beobachtungsbeginn enthielt das Becken etwa 150m® Wasser.
X
[a(t)dt=0=[G(1)]; =0 x®(x* - 26x+180) =0 = x =0
0

Es gibt nach Beobachtungsbeginn keinen Zeitpunkt, zu dem das Wasservolumen
ebenso grof3 ist wie zu Beobachtungsbeginn.

3a y Der Graph zu c =% ist gestrichelt, der
o ~— ZU c =2 gepunktet dargestellt.

- LR R NG Iz LR

Mit u="1 ergibt sich: [hg (x)dx =[-cos(cx)]s =2

0
¢ Die x-Koordinate eines Tiefpunkts ergibt sich als Mittelwert der beiden kleinsten
positiven Nullstellen von h., die zugehorige y-Koordinate als entsprechender
Funktionswert von h; .

Koordinaten dieses Tiefpunkts: x =3I, y=—c
d —'%.cos(cx)
Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 I 1 |
la 3 X | |
4 X X X | | X
c 3 X Il 1] Il X
d 4 X X Il Il 1] X
e 3 X 1] 1] Il X
2a 5 X X | I Il X
4 X | Il Il X
c 4 X X X Il Il Il X
d 5 X X X X Il Il ]
3a 4 X | I X
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b 5 X X X Il Il X
c 3 X Il Il Il X
d 3 X Il Il Il X

B.Ana.8
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2017 -WTR 2

1 Fir jedes k eIR" ist eine Funktion f, : x — k?x® —6kx? +9x mit x IR gegeben. Der
Graph von f, wird mit G, bezeichnet.

a Geben Sie das Verhalten von f, fir X — -0 und x — +oo an. 2
b Berechnen Sie die Nullstellen von f, . 4

c Begrunden Sie, dass G, weder zum Koordinatenursprung noch zur y-Achse sym-| 2
metrisch ist.

d Weisen Sie nach, dass f; (x)=3-(kx —1)-(kx —3) eine Gleichung der ersten Ablei-| 3
tungsfunktion von f, ist.

e Berechnen Sie denjenigen Wert von k, fur den sich die x-Koordinaten der beiden| 4
Extrempunkte von G, um 6 unterscheiden.

f Fur jeden Wert von k wird die Tangente an G, im Wendepunkt (% | %) betrachtet.| 3
Zeigen Sie, dass die Tangenten fir unterschiedliche Werte von k parallel zueinan-
der sind.

g Abbildung 1 zeigt fur einen bestimmten Wert von y 4
k den Graphen von f, sowie den Graphen einer
in IR definierten Funktion h mit h(x)=f, (x)+d
mit deIR\ {0} . Ordnen Sie die beiden Funktio- M
nen jeweils einem der beiden Graphen | und Il K
Zu. Begrinden Sie lhre Zuordnung und bestim- -
men Sie die Werte von k und d. -

— —1
s S I Iy e

e[ o[ oo & o
—
LT

i

SI

D

2141glgl10
1

L. 1 1 II bb. 1

h Furalle x eIR gilt f,(x)=3-f (2x). Beschreiben Sie, wie der Graph von f, aus 2
dem Graphen von f; hervorgeht.

Abbildung 2 zeigt den Graphen G; von f;. Betrach-
tet werden die in IR definierten Funktionen L und M

mit L(x):Tfl(t)dt und M(x)= ]Sfl(t)dt. |

OM#O‘JCL

T T
1 |
B N

T
——02—-(.10_

bb. 2

i Begrinden Sie ohne Rechnung, dass der Punkt (0 | O) Tiefpunkt des Graphen der | 3
Funktion L ist.

j Geben Sie zwei besondere Eigenschaften des Graphen von L bei x =3 an. Be- 3
grunden Sie jeweils Ihre Angabe.

B.Ana.9
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k Begriinden Sie, dass der Graph der Funktion M aus dem Graphen der Funktion L | 2
durch eine Verschiebung in negative y-Richtung hervorgeht.

2 Betrachtet wird eine grof3e rotationssymmetrische Schale, die aus einem Steinblock
gefertigt wurde. Ein Kubikmeter des Steins hat eine Masse von 2700 kg.

In einem Koordinatensystem kann ein Querschnitt der Schale mit- ||

hilfe der Graphen der folgenden Funktionen modellhaft dargestellt 6 J -
werden: —H // >
p:xn—>\/&,03x36 q:xn—n/ﬂ,23x§6 73 d

Dabei beschreibt die x-Achse die Rotationsachse der Schale; eine [, "\ e
Langeneinheit im Koordinatensystem entspricht 1 dm (vgl. Abbil- A \\ S

dung 3). L ~

Abb. 3

a Interpretieren Sie den Term p(6)-q(6) im Sachzusammenhang. 2
b In die aufrecht stehende Schale wird mit konstanter Zuflussrate Wasser gefllt. 2

Entscheiden Sie, welcher der abgebildeten Graphen I, 1l und Il fir diesen Vorgang
die Fullhdhe in Abhangigkeit von der Zeit beschreibt. Begriinden Sie Ihre Ent-
scheidung.

Fullhohe Fullhéhe N Tralnshe

Zeit

Zeit Zeit

I I I

¢ Weisen Sie nach, dass sich bei dem beschriebenen Fillvorgang der Flachenin- 4

halt A der Wasseroberflache (in dmz) in Abhangigkeit von der Fillhéhe h (in dm)
mithilfe der Gleichung A(h) = 41h berechnen lasst.

d Interpretieren Sie im Sachzusammenhang die Funktion s mit 4
2+X

s(x)=1- J' (q(t))2 dt und geben Sie den groRten Definitionsbereich von s an,
2

der im Sachzusammenhang sinnvoll ist.

e Berechnen Sie die Masse der Schale. 6

Erwartungshorizont

1a xir[]oofk(x):_oo’ X!)wak (X) =00

b f(x)=0=x=0vx=2

c f ist eine ganzrationale Funktion, deren Term Potenzen von x mit geraden und
ungeraden Exponenten enthalt.

d fy (x)=3k*%* -12kx +9, 3-(kx—1)-(kx—3)=3k*x* —12kx +9

e ff(x)=0ex=21vx=3 %

=3 3_
k k' k

=6c>k:%

f Fuar jeden Wert von k ist die Steigung der betrachteten Tangente f, (%) =-3.
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IQB-Aufgaben Erhdéhtes Niveau Teil B: Analysis

g l:h, Il fi
Begrindung: Nur der Graph Il verlauft durch den Koordinatenursprung.

Der Schnittpunkt des Graphen | mit der y-Achse liefert d=4, die Lage der Extrem-
punkte des Graphen Il k==

h Der Graph von f, geht aus dem Graphen von f; durch Streckung mit dem Fak-
tor % in x-Richtung und Streckung mit dem Faktor % in y-Richtung hervor.

i L(0)=0, L'(x)="f,(x), f,(0)=0, f,(x)<0 fur x<0, f,(x)>0 fur x>0

j + Die Tangente an den Graphen von L im Punkt (3 | L(3)) verlauft parallel zur
x-Achse.
Begriindung: f;(3)=0

+ Der Graph von L besitzt im Punkt (3|L(3)) einen Wendepunkt.
Begriindung: Der Graph von f; hat im Punkt (3|f1(3)) einen Tiefpunkt.

3
Der Abbildung ist zu entnehmen, dass Ifl(t)dt >0 gilt.
0

2 a Der Term gibt die Breite des Rands der Schale in Dezimetern an.

b Graphll
Begrindung: Da der Durchmesser der Schale nach oben hin zunimmt, nimmt die
Anderungsrate der Fillhéhe mit der Zeit ab.

C A(h)=r-(q(2+h))* = 4mh

d Die Funktion s beschreibt das Volumen des Wassers in der Schale in dm® in Ab-

hangigkeit von der Flllhéhe x in dm.

Definitionsbereich: [0;4]

€ 278 2 6
- J dx - f dx - [3x }0 —ﬂ'[ZX —SXL =761
761'r -2, 7~645, d. h. die Masse der Schale betragt etwa 645 kg.
Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 K3 | K4 | K5 K6 | 1l ]
la 2 X | X
b 4 X X | X
c 2 X X | | X
d 3 X 1] X
e 4 X X 1] X
f 3 X X X 1 1] | X
4 X 1 Il 1] X
2 X X 1 Il | X
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i 3 X Il Il I X
] 3 X 1] Il I X
k 2 X X 1] Il I X
2a 2 X X I | | X

2 X X Il Il I X
c 4 X X Il I I X
d 4 X X 1] 1] Il X
e 6 X X 1] I Il X
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1 Gegeben ist die Schar der Funktionen f, mit f, (x) =—x* +6kx*, x IR und k €IR..
Der Graph von f, wird mit G, bezeichnet.

a Bestimmen Sie in Abhéngigkeit von k die Anzahl der Nullstellen von f, . 4

b Begrinden Sie, dass G fir alle Werte von k symmetrisch zur y-Achse ist und far | 3
k <0 nicht oberhalb der x-Achse verlauft.

¢ Weisen Sie nach, dass Gy fir k>0 genau zwei Hochpunkte besitzt. Bestimmen | 5
Sie die Koordinaten dieser Hochpunkte in Abhangigkeit von k.

(zur Kontrolle: Koordinaten eines Hochpunkts: (v/3k | 9k?))

d Untersuchen Sie fur k >0 mithilfe der Lage eines der beiden Hochpunkte von G, | 4
in Abhangigkeit von k, wie viele gemeinsame Punkte G, und die Gerade mit der
Gleichung y =4 haben.

e Die in Abbildung 1 dargestellten Graphen geho- 3
ren jeweils zu einem der Werte k=-1, k=2
und k =1. Ordnen Sie die angegebenen Werte
von k jeweils einem der Graphen zu. Begriinden
Sie lhre Zuordnung.
f 3k 3

Deuten Sie fir k>0 das Integral f (9k2 —fk(x))dx mithilfe einer geeigneten
0

Skizze geometrisch.

2 Ein Trainingsgerat zur Schulung der Koordination besteht aus einem Unterbau und
einem Standbrett (vgl. Abbildung 2). Das zwei Zentimeter dicke Standbrett schlief3t

seitlich ohne Uberstand mit dem Unterbau ab.
Breite
60 cm

s 4
4 4
s

Lange -
40 cm
Standbrett

1 174

\%terbau Abb. 2

Das Trainingsgerat hat auf seiner gesamten Lange den gleichen Querschnitt. In die-
sem Querschnitt wird die untere Profillinie des Unterbaus betrachtet.

Bei horizontal ausgerichtetem Standbrett soll die Profillinie durch eine Funktion mo-
dellhaft beschrieben werden. Das Modell geht von einem horizontalen Untergrund
aus, der im Querschnitt durch die x-Achse des Koordinatensystems dargestellt wird;
eine Langeneinheit im Koordinatensystem soll einem Dezimeter in der Realitat ent-
sprechen.
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Zunéachst wird die Profillinie fir -3 <x <3 durch die in IR definierte Funktion p mit
p(x)= —4—18-(x4 —18x2) beschrieben. Abbildung 3 zeigt den Graphen von p.

Y
‘\\ ; ’/‘
\\Q B 7 .
3 -2 -1 Jo1 2 3
1 1 1 1 1 1 Abb 3
a Der Graph von p geht durch eine Streckung aus einem der Graphen von f, aus 2

Aufgabe 1 hervor. Geben Sie den passenden Wert von k an und beschreiben Sie
die Streckung.

b Begrinden Sie, dass der Graph von p im Koordinatenursprung einen Tiefpunkt hat| 3
und genau zwei Hochpunkte besitzt, die in ihren y-Koordinaten tbereinstimmen.

¢ Bestimmen Sie die Hohe des Trainingsgerats in Zentimetern. 3

d Der Unterbau und das Standbrett sind ohne Hohlraum aus Holz gefertigt. Ein Ku- | 7
bikzentimeter des Holzes hat eine Masse von 0,5 Gramm. Berechnen Sie die
Masse des Trainingsgeréts in Kilogramm.

Die Gerade g verlauft durch die Punkte (1|p(1)) und (3|p(3)).

e Weisen Sie nach, dass g die Tangente an den Graphen von p im Punkt (1| p(1)) 3

ist.
f Berechnen Sie die Grol3e des Steigungswinkels von g. 2
g Der Steigungswinkel von g hat fiir das Trainingsgerat hinsichtlich dessen Bewe- 2

gungsfreiheit eine besondere Bedeutung. Beschreiben Sie diese Bedeutung.

Zur Beschreibung der Profillinie des Unterbaus soll nun eine Funktion g mit
2
q(x)=a-c-e™ , acelR" und x e[-3;3] verwendet werden.

h Der Graph von g soll durch den Koordinatenursprung verlaufen. Die y-Koordinaten | 3
der beiden Randpunkte des Graphen von g sollen mit den y-Koordinaten der
Randpunkte des Graphen von p Ubereinstimmen. Ermitteln Sie die Werte von a
und c.

i Begriinden Sie, dass die Werte von a und ¢ nicht so gewahlt werden kénnen, dass| 3
der Graph von g zu seinen Randpunkten hin parallel zur x-Achse auslauft.

Erwartungshorizont

1a fi(x)=0e - (x* -6k)=0
Damit hat fi fir k<0 genau eine Nullstelle, fir k>0 genau drei Nullstellen.
b Der Term von fi enthalt nur Potenzen von x mit geradem Exponenten.
Ist k<0, so gilt fir alle xeIR: -x* <0, 6kx* <0, d. h. fi (x)<0.
¢ Fiur k>0 gqilt:

fé(x)=—4x3+12kx=0<:>x=0vx=— 3k v X =/3k
fie (x) =125 +12k, §(0)=12k >0, f(—3K) = ¢ (v/3k ) =-24k <0
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0 () -5
Koordinaten der Hochpunkte: (—@|9k2), (@|9k2)

Fir k>0 gilt: 9k? =4 < k=
Damit haben G, und die Gerade fir 0 <k <% keine, fur k= 3 genau zwei und fur
k>2 5 genau vier gemeinsame Punkte.

Da die Graphen | und Il teilweise oberhalb der x-Achse verlaufen, gehort k = —%
zum Graphen Ill. Da der Graph Il keinen Hochpunkt mit y-Koordinate 9 hat, gehdort
k =1 zum Graphen [, folglich k = 1 zum Graphen II.

o~

y Der Wert des Integrals ist der Inhalt der Flache, die G, mit der
y-Achse und der Geraden mit der Gleichung y = 9k? im
I. Quadranten einschlief3t.

k=3

Streckung mit dem Faktor - 4 in y-Richtung

8

G5 hat im Koordinatenursprung einen Tiefpunkt und besitzt genau zwei Hoch-
punkte, die in ihren y-Koordinaten tbereinstimmen. Da der Graph von p durch
eine Streckung mit positivem Faktor in y-Richtung aus G5 hervorgeht, gilt dies
auch fur den Graphen von p.

p(3)=4f, 2.10cm+2cm~18,9cm

Volumen des Unterbaus:

ZI dx 2. [27x+ﬁlox5—%x3}3=5,4

-(1OCm) .40cm = 21600cm®
Volumen des Standbretts: 60cm-40cm-2cm = 48000m3

Masse des Trainingsgerats: 26400cm? -0, 5 - =13,2kg

P()=3%
27 _ 17

16 248 =%=p’(1)

tana=§ ,d. h. a~33,7°

Wird das Trainingsgerat in Querrichtung um die Gro3e des Steigungswinkels ge-
neigt, so hat sein Rand Kontakt zum Boden.

Mit q(0)=0<a=c und q(3)=a-c-e° =27 ergibt sich:

a~(1—e‘ ) 2L @&—@

q'(x)=2cxe ™ %0 fur x=—3 und x =3
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Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 | ] 1
la 4 X X 1] | I X
b 3 X X | I | X
c 5 X 1] 1l X
d 4 X X X 1] 1l 1l X
e 3 X 1] 1] 1] X
f 3 X X X 1] 1] 1] X
2a 2 X X 1] 1] | X
b 3 X | I | X
c 3 X X X I I X
d 7 X X X 1] ] ] X
e 3 X X 1] | 1l X
f 2 X X I X
g 2 X X 1] 1] 1l X
h 3 X X 1] 1] 1l
i 3 X X X 1] 1] 1l X
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1 Abbildung 1 zeigt den Graphen G, einer ganzrationalen Funktion f dritten Grades
mit Definitionsmenge IR. G, schneidet die x-Achse bei x=0, x=5 und x=10 und
verlauft durch den Punkt (1]2).

<N
4 Y /
3
1 \\Gf /
0 X,
-1 flo1 2 3 4 5\6 7 8 9 fo 11
1~ N
| N
N
—k3
7-4
Abb. 1
a Ermitteln Sie einen Funktionsterm von f. 4

(zur Kontrolle: f(x) =4 -(x® -15x* +50x))

b Zeigen Sie, dass G; im Punkt W(5 | O) einen Wendepunkt besitzt, und ermitteln 6
Sie eine Gleichung der Tangente an G; im Punkt W.

18
durch eine Verschiebung in positive x-Richtung hervor. Geben Sie an, um wie viel

der Graph von g dazu verschoben werden muss. Begrinden Sie mithilfe der Funk-
tion g, dass der Graph von f symmetrisch bezliglich seines Wendepunkts ist.

¢ G, gehtaus dem Graphen der in IR definierten Funktion g: x - L - (x3 —25x) 4

Im Folgenden wird die in IR definierte Funktion F mit F, (x) :jf(t)dt betrachtet.
1

d F, hatfur 0<x<10 zwei ganzzahlige Nullstellen. Geben Sie diese an und be- 3
grinden Sie Ihre Angabe.

e Begrinden Sie mithilfe von Abbildung 1, dass F; mindestens eine weitere positive | 2
Nullstelle hat.

f Begrunden Sie, dass F; hdchstens vier Nullstellen hat. 2
Fir 0 < x <5 gilt, dass der Graph von f und der Graph einer trigonometrischen
Funktion h

+ die gleichen Schnittpunkte mit der x-Achse besitzen;

+ beide nicht unterhalb der x-Achse verlaufen;

+ jeweils mit der x-Achse eine Flache des Inhalts 22 einschlief3en.

g Bestimmen Sie einen Term einer solchen Funktion h. 6

h Begrinden Sie, dass die Graphen von fund h fir O < X <5 mindestens einenge- | 3
meinsamen Punkt haben.

2 Die Kosten, die einem Unternehmen bei der Herstellung einer Flissigkeit entstehen,
konnen durch die Funktion K: x - x* —12x* +50x +20 mit x €[0;9] beschrieben
werden. Dabei gibt K(x) die Kosten in 1000 Euro an, die bei der Produktion von
x Kubikmetern der Flissigkeit insgesamt entstehen. Abbildung 2 zeigt den Graphen
von K.
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0 Xy
1 fo1 2 3 456 7 8 97 app. 2

a Geben Sie mithilfe von Abbildung 2 die Produktionsmenge an, bei der die Kosten | 1
125 000 Euro betragen.

b Geben Sie das Monotonieverhalten von K an und deuten Sie lhre Angabe im 2
Sachzusammenhang.

Die Funktion E mit E(x) =23x gibt fur 0<x <9 den Erlés (in 1000 Euro) an, den
das Unternehmen beim Verkauf von x Kubikmetern der Flussigkeit erzielt. Fir die
sogenannte Gewinnfunktion G gilt G(x)=E(x)—-K(x). Positive Werte von G werden
als Gewinn bezeichnet, negative als Verlust.

c Zeigen Sie, dass das Unternehmen keinen Gewinn erzielt, wenn vier Kubikmeter 2
der Flussigkeit verkauft werden.

d Zeichnen Sie den Graphen von E in Abbildung 2 ein. Bestimmen Sie mithilfe der 4
so entstehenden Darstellung den Bereich, in dem die verkaufte Menge der Flis-
sigkeit liegen muss, damit das Unternehmen einen Gewinn erzielt.

e Berechnen Sie, welche Menge der Flussigkeit verkauft werden muss, damit das 5
Unternehmen den gréf3ten Gewinn erzielt.

f Fir jeden Wert von b mit b € IR" ist die Funktion K, : x = x* —bx® +50x +20 mit | 6
x €IR gegeben. Zeigen Sie, dass K, fiir b <150 streng monoton wachsend ist.

Erwartungshorizont

1a f(x)=a-x-(x-5)-(x-10); f()=2<a=3%
b '(x)=72-(3x* ~30x+50), f"(x)=%-(6x-30), f"(x)=1
f'(5)=0, f"(5) =0
f'(5)=-%2,0=-2 .5+t t=1% d h y=-Zx+2

¢ Der Graph von g muss um 5 in positive x-Richtung verschoben werden.

Da der Term von g nur Potenzen von x mit ungeradem Exponenten enthalt, ist der
Graph von g symmetrisch bezlglich des Koordinatenursprungs, G; also symmet-
risch beziiglich des Punkts W (5]0).

d x=1: Die Integrationsgrenzen stimmen tberein.
x =9: Betrachtet man die Flachenstiicke, die G; im Integrationsbereich mit der
x-Achse einschlief3t, so ist aufgrund der Symmetrie des Graphen der Inhalt des
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oberhalb der x-Achse liegenden Flachenstlicks ebenso groR wie der Inhalt des un-
terhalb liegenden Flachenstlcks.

Betrachtet man die Flachenstticke, die G; im Integrationsbereich mit der x-Achse
einschlief3t, so sind fir ein x >10 die Inhalte der oberhalb der x-Achse liegenden
Flachenstiicke zusammen ebenso grol? wie der Inhalt des unterhalb liegenden
Flachenstiicks.

Die Funktion F; ist eine ganzrationale Funktion vierten Grades und hat als solche
hochstens vier Nullstellen.

h(x)=a-sin(bx)
h hat im betrachteten Bereich die gleichen Nullstellen wie f, wenn b = T ist.

5
Jh(x)dx:a-[—%-cos(%x)]i =85 a=187
0

Hatten die Graphen von f und h fir 0 < x <5 keinen gemeinsamen Punkt, dann
wirde der Graph von f in diesem Bereich entweder vollstandig oberhalb oder voll-
standig unterhalb des Graphen von h verlaufen. Dies ist jedoch nicht mdglich, da
die beiden Graphen fir 0 < x <5 mit der x-Achse Flachen gleichen Inhalts ein-
schlie3en.

2 a Die Produktionsmenge betragt etwa 7m?° .
b K st streng monoton wachsend, d. h. mit zunehmender Produktionsmenge neh-
men die Kosten zu.
o E(4)—K(4)=92—92=O
d deot¥ Das Unternehmen erzielt nur fur 4 <x <x, mit x, ~8,6
I 4 einen Gewinn.
— 160 i
a0 /I
—120 E
— 100 T
— lso ] :
— lso /] H
— J40 :
| o :
0 HIES
-1 ]01 2 3 4 5 6 7 8 9
e G(x)=-x>+12x* -27x-20, G'(x)=-3x" + 24x - 27
Fir 4<x<x, mit x, ~8,6 gilt G'(x)=0< x=4++7~6,6
Es missen etwa 6,6 Kubikmeter verkauft werden.
f K{(x)=0«3x*-2bx+50=0
Fur b eIR" gilt fir die Diskriminante: 4b? — 600 < 0 <> b < /150
Damit hat K; fiir b <v150 keine Nullstellen. Da K}, (0)>0 gilt, ist K, fir diese
Werte von b streng monoton wachsend.
Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 | L2 | L3 | L4 | L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 | no|
la 4 X X I I X
6 X | X | X | X | | X
c 4 X X | X I I I X
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d 3 X Il | I X
e 2 X Il Il I
f 2 X Il I
g 6 X Il 1] Il X
h 3 X 1] 1] I
2a 1 X | I X
b 2 X | I | X
c 2 X | | X
d 4 X I Il I X
e 5 X I I
f 6 X 1] Il Il X
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2018 —WTR 2

1 Abbildung 1 zeigt schematisch drei Bahnen, auf denen sich eine Kugel beim Kugel-
stoRen bewegen kann. Im verwendeten Koordinatensystem entspricht eine Langen-
einheit 1 m in der Realitat; die x-Achse beschreibt den horizontal verlaufenden Bo-
den. Die Kugel soll als punktférmig angenommen werden.

<

y
EE N
g6 NN

R : \ \ 1

N
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

Die Kugel wird aus der Ruhelage (R) beschleunigt, bis sie im Absto3punkt (A) die
Hand der Athletin verlasst. Die anschlieBende Flugkurve der Kugel ist abhangig von
ihrer Geschwindigkeit beim Abstol3en. Damit veréndert sich inshesondere die Stol3-
weite, d. h. der horizontale Abstand zwischen Abstof3punkt und Auftreffpunkt auf
dem Boden.

Abb. 1

Die Bahn der Kugel von der Ruhelage bis zum AbstoR3punkt kann modellhaft durch
die Funktion f mit f(x) ~0,4+16-e% und x e [-2;0] beschrieben werden.

a Berechnen Sie die Lange der Bahn der Kugel von der Ruhelage bis zum Absto3- | 2
punkt ndherungsweise als Lange der Strecke zwischen diesen beiden Punkten.

b Berechnen Sie den haorizontalen Abstand der Kugel von der Ruhelage, wenn sie 4
sich in der Hand der Athletin 1,50 m Uber dem Boden befindet.

¢ Wahrend eines StoRes wurde die Hohe der Kugel tGiber dem Boden an funf Stellen | 3
gemessen. Die funf Stellen werden im Modell durch die x-Werte x, bis X5 darge-
stellt, die gemessenen Hohen werden mit h; bis hs bezeichnet. Beurteilen Sie die

folgende Aussage:
5

(= (xi))

i=1
senen Hohen durch die Werte, die das Modell liefert, gut beschrieben.

Wenn der Wert des Terms klein ist, dann werden die gemes-

Nach dem Abstol3en der Kugel lasst sich jede mogliche Flugkurve mithilfe einer der
in IR definierten Funktionen p, mit p, (x)= —ax? +bx+2 und aeIR* beschreiben.
Alle mdglichen Bahnen der Kugel weisen im Abstof3punkt keinen Knick auf.

d Ermitteln Sie den Wert von b. 4
(zur Kontrolle: b=0,8)

e Berechnen Sie denjenigen Wert von a, fur den der Graph von p, durch den Punkt | 2
(313,5) verlauft.

f Bei der Flugkurve zu a =0,1 betragt die Sto3weite 10 m. Berechnen Sie die Groze | 3
des Winkels, unter dem die Kugel auf den Boden auftrifft.

016

g Zeigen Sie, dass (%4 | 2+T) Hochpunkt des Graphen von p, ist. 4
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h Es gibt eine Gerade, auf der die Hochpunkte aller Graphen von p, liegen. Berech-| 3
nen Sie die Steigung dieser Gerade.

Der Zusammenhang zwischen den Werten von a und den Sto3weiten s mit s >0
lasst sich durch die Gleichung a= % + S% darstellen.

i Leiten Sie diese Gleichung her. 3
j Beieinem Stol3 betragt die StoBweite 20 m. Berechnen Sie die H6he der Flug- 4
kurve.
k Abbildung 2 stellt den Zusammenhang zwischen aT 3
den Werten von a und den StofRweiten s gra- L dls
phisch dar. Beurteilen Sie die folgende Aussage: \
Unterscheiden sich die Weiten zweier 9T
St6Re um 2m, so ist der zur groReren s \
Weite gehtrende Wert von a halb so groR3 \
wie der zur kleineren Weite gehorende. —0.2 \\
0 T T
0l 4| 8 12| 16 ]S
Abb. 2

| Zeichnen Sie in Abbildung 2 die beiden Parallelen zur s-Achse ein, die durch die 7
Punkte des Graphen mit den s-Koordinaten 2 bzw. 10 verlaufen. Berechnen Sie
den Inhalt des Flachenstiicks, das der Graph mit der a-Achse und den beiden ein-
gezeichneten Parallelen einschlief3t.

2 Auf dem Boden eines Behalters liegt eine Kugel. Abbil-
dung 3 zeigt — um 90° gedreht — einen Querschnitt dieses
Behalters und der Kugel. Im verwendeten Koordinatensys-
tem entspricht eine Langeneinheit 1 cm, d. h. die Kugel hat 41
einen Durchmesser von 10 cm. 0

Die Seitenwand des Behaélters lasst sich modellhaft durch
Rotation des Graphen der Funktion g mit ¢(x) =/5x + 40 -4
und x €[0; 13] um die x-Achse beschreiben.

[O)

Abb. 3

Der Behélter ist zum gro3en Teil mit Wasser gefilllt. Die Kugel befindet sich vollstan-
dig unterhalb der Wasseroberflache.

a Zeigen Sie, dass sich im Behdlter mehr als 1500cm® Wasser befinden. 5

b In den Behalter werden zusatzliche 300cm® Wasser gefillt. Die Fullhéhe tber 3
dem Boden steigt dadurch um 1 cm. Stellen Sie eine Gleichung auf, mit der sich
die Fullhohe vor dem Einfiillen der 300cm® Wasser berechnen lasst.

Erwartungshorizont

lay?i22~224
Die Lange der Bahn betragt etwa 2,24 m.

b f(x) =15 x=2- In(%) ~—0,75, d. h. der Abstand betragt etwa 1,25 m.
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Die Aussage ist falsch.

Begrundung: Werte von h; —f(xi), deren Betrage grof3 sind, kdnnen sich zumin-

dest teilweise gegenseitig aufheben, wenn sie unterschiedliche Vorzeichen haben.

Mit pj (x)=—2ax+b und f'(x)=0,8- e?>% ergibt sich: p), (0)=f'(0)<=b=0,8
~a-3°+0,8:3+2=35<a=0,1

tang =pp, (10)=-12, d. h. ¢ ~-50°
Die Kugel trifft unter einem Winkel mit einer Grof3e von etwa 50° auf.

Der Graph von pa ist eine nach unten geoffnete Parabel und es gilt:

pé\(oé)_ -2-a-2240,8=0, pa(04) —a-(%) +0,8.04 92,016

a

Fur a=1 ergibt sich der Hochpunkt (0,4]2,16), fir a=2 (0,2|2,08).

216-208 _ 5 4

Steigung der Gerade: A5 =

pa(s)=0<:>a«32=0,83+2<:>a=°—f+sl2

Flir s=20 ist a—2—0+ﬁ—0045

016
Damit; 2+0045 ~5,6

Die Hohe der Flugkurve betragt etwa 5,6 m.

Die Aussage ist falsch.
Fir s=10 ist a=0,1, fir s=12 weicht der Wert von a mit etwa 0,08 deutlich von
der Halfte von 0,1 ab.

2 Fur s=2 ergibt sich a=0,9, fir s=10 ist a=0,1.

| 10 08 10
et 2:09+ [(2+2)ds-10-0,1-0,8+[0,8-Ins- 2] "
2

o2 1P =0,8+(0,8In10- 2 -0,8-In2+2)~2,9

m | (q(x))2 dx—%rsnzn-[%xz +40x}20 ~ 501121518

Bezeichnet man die Fiillhdhe vor dem Einfiillen der 300cm® Wasser mit t, so gilt:
t+1

- j dx 300

Standardbezug

BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich

L1 | L2 | L3 | L4 | L5 KL | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 I Il I

T | o

X 1l I 1l X

| Il Il X

S|l | Q|0

wliNn[dM|lw|n~|N
X | X[ X | X | XX
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4 X X [ X
3 X | X | X m | 1 [ X
i 3 X X [ | [ X
j 4 X [ | |
k 3 X [ [ [
| 7 X | x| X Il o X
2a 5 X | x| x oo [ X
3 X | x| X I [ [ X
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2019 -WTR 1

1 Der Graph einer ganzrationalen Funktion g dritten Grades mit Definitionsbereich IR
hat den Tiefpunkt (0]0) und den Wendepunkt (—% | %)

a Bestimmen Sie einen Funktionsterm von g. 6
(zur Kontrolle: g(x)=%x?-(2x +3))

b Zeichnen Sie den Graphen von g fir -15<x<0,5 in ein Koordinatensystem ein. | 2

c Betrachtet wird die Tangente an den Graphen von g in dessen Wendepunkt. Be- 3
rechnen Sie die Grol3e des Winkels, unter dem diese Tangente die x-Achse
schneidet.

Die Abbildung 1 zeigt den Graphen der in IR T

3
definierten Funktion h mit h(x) =5x%° -e%X .

1 -05 0 ols
Abb. 1
d Geben Sie den Grenzwert von h fir X — —0 an und beschreiben Sie, was sich 2
aus diesem Grenzwert im Hinblick auf den Verlauf des Graphen von h folgern

|asst.

3
e Zeigen Sie, dass h’(x) =10x-(1+ x3)-e%X ein Term der ersten Ableitungsfunktion | 3
von h ist.

f Bestimmen Sie rechnerisch die Koordinaten der beiden Extrempunkte des Gra- 3
phen von h.

g Bestimmen Sie die prozentuale Abweichung der mittleren Steigung des Graphen 3
von g von der mittleren Steigung des Graphen von h im Bereich -1<x<0.

h Esgilt (h(1)-g(1))-(h(2)-g(2)) <0. Geben Sie die Bedeutung dieser Tatsache | 3
hinsichtlich der gegenseitigen Lage der Graphen von g und h im Bereich 1<x <2
an. Begriinden Sie Ihre Angabe.

i Beurteilen Sie mithilfe der Abbildung 1 die folgende Aussage: 3

Fur —1,5 < x <1 andert sich beim Graphen jeder Stammfunktion von h ge-
nau einmal das Krimmungsverhalten.

j Entscheiden Sie, welcher der abgebildeten Graphen I, Il und Il die in IR definierte | 3

X
Funktion H mit H(x) = J'h(t)dt darstellt. Begriinden Sie Ihre Entscheidung.

S /AN /R
—

— S
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2 Der Luftdruck wird in Abhéangigkeit von T,
der Hohe Gber dem Meeresspiegel mo- 1000 !
dellhaft mithilfe der Funktion p mit N
p(x)=1000e® und x €IR} beschrie- 800 N
ben. Dabei ist x die Hohe Uber dem Mee- 600
resspiegel in Kilometern und p(x) der BN
Luftdruck in Hektopascal (hPa). Die Ab- 400 RN
bildung 2 zeigt den Graphen von p. 200 T~ -
X
0 5 10
Abb. 2
a Bestimmen Sie grafisch die Hohe, in der der Luftdruck 650 hPa betragt. Veran- 2

schaulichen Sie Ihr Vorgehen in der Abbildung 2.

b Zeigen Sie, dass eine Verringerung des Luftdrucks um die Hélfte auf eine Hohen- | 3
anderung zuriickzufihren ist, die unabhangig von der Ausgangshohe ist. Geben
Sie diese Hohenanderung an.

c Bestimmen Sie die lokale Anderungsrate des Luftdrucks in einer Héhe von 3
1,785 km.

Laut einer Faustregel sinkt der Luftdruck um 1 hPa, wenn die H6he um 10 m zu-
nimmt.

d Eine Gruppe von Bergsteigern misst in einer Hohe von 1785 m einen Luftdruck 4
von 800 hPa. Bestimmen Sie die Hohe, in der sich die Bergsteiger einige Zeit spa-
ter befinden, wenn die Faustregel daftir 2785 m liefert.

e Ermitteln Sie eine Gleichung der Funktion, die ausgehend von einem Luftdruck 3
von 800 hPa in einer Hohe von 1785 m fir jeden anderen Luftdruck (in hPa) die
der Faustregel entsprechende Hohe (in km) liefert.

f Geben Sie die Wertemenge des Terms —8-In- fiir 0<u <1000 an. Beschrei- | 4

ben Sie die Bedeutung dieses Terms im Sachzusammenhang.

Erwartungshorizont

1 a Der gesuchte Term hat die Form g(x)=ax® +bx? +cx+d. Da (0]0) Tiefpunkt
ist, gilt c=d=0.

Damit: g'(x)=3ax® +2bx, g"(x)=6ax+2b
Mit g(—%):—%a+%b=%<:>2b=a+10 ergibt sich:
g”(—%)=—3a+a+10:O®a=5, d.h b=1

N
AT
[
|\
A\

- 0

c tanazg’(—%)z—%, d. h. a~-75°

Die GroRRe des Winkels betragt etwa 75°.
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d Ilim h(x) =0, d. h. der Graph von h nahert sich fiir x - —o der x-Achse beliebig
X—>—00

nahe an.

e h’(x)=10x-e§x3 1 5x2.2x2 . 5% =10x-(1+ xe’)-egx3

f h(x)=0ex=-1vx=0, h(-1)=5e %, h(0)=0
Damit: (—1|Se_%), (0]0)

g g(O)—g;éL)))—_(r:l((_Ol))— ) -0,026, d. h. die Abweichung betragt etwa 2,6 %.

h Da das Produkt negativ ist, haben die beiden Differenzen unterschiedliche Vorzei-
chen. Damit haben die Graphen von g und h im angegebenen Bereich mindestens
einen Schnittpunkt.

i Die Aussage ist falsch.
Begriindung: Das Kriimmungsverhalten des Graphen einer Stammfunktion von h
andert sich fir einen Wert von x, wenn der Graph von h dort einen Extrempunkt
hat. Der Graph von h hat fir =15 < x <1 mehr als einen Extrempunkt.

j Esgilt H'(x)=h(x).Da h(x)>0 fiir alle xeIR sowie h(0)=0, ist der Graph von
H monoton steigend und dessen Steigung fiir x =0 null. Dies gilt nur fir den Gra-
phen I.

2 a ¥ Die Hohe, in der der Luftdruck 650 hPa betragt, ist

1000 k+—————F++"1+1+1+1++1

AN etwa 3,4 km.

600

400

200

—~]

K\
>

/

0 5 10
b p(x+d)=1-p(x)<1000e * =500 ¢ < e ¥ =1>d=8-In2
Die Hohenanderung betragt etwa 5,5 km.
C p'(x)=-125e®

1,785

p'(1,785)=-125e" ¢ ~-100, d. h. die Anderungsrate betragt etwa —100%.

d 1000e% =p(1,785)~100 liefert x =821 1% L 5 g5

Die Bergsteiger befinden sich in einer Hohe von etwa 2850 m.

e Die Gleichung hat die Form y =-0,01x +n. Da der Punkt (800|1,785) auf dem
Graphen der Funktion liegt, ergibt sich: 1,785 =-0,01-800+n < n=9,785

f Wertemenge: IR}
Mit dem Term kann im Modell fir jeden Luftdruck in Hektopascal die zugehérige
Hohe Uber dem Meeresspiegel in Kilometern berechnet werden.
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Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 | Il 1
la 6 X X 1] Il 1l X
b 2 X | X
c 3 X X 1l I X
d 2 X X X | I I X
e 3 X 1l X
f 3 X X I X
g 3 X X 1l I X
h 3 X X X 1l ] 1] X
I 3 X X Il I I X
] 3 X X Il | I X
2a 2 X X I | X
b 3 X X ] 1l 1l X
c 3 X X I I X
d 4 X X ] 1l 1l X
e 3 X X 1l 1l 1] X
f 4 X 1] 1l I I
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2019 -WTR 2

1 Fir jeden Wert von k €IR™ ist eine in IR definierte Funktion
f X 8k-(kx—1)2 - (kx +1)2 festgelegt. Der Graph von f, wird mit G, bezeichnet.

a Berechnen Sie die Koordinaten der Punkte, die G, mit den Koordinatenachsen 3
gemeinsam hat.
b Skalieren Sie in der Abbildung 1 die Ay 2

beiden Achsen so, dass die gezeigte
Kurve den Graphen G, darstellt.
4

X/
Abb. 1

c Beschreiben Sie, wie der Graph G,, aus G, hervorgeht. 2

2
d Begriinden Sie, dass f, (x) =8k-(k2x2 —l) gilt, und zeigen Sie, dass G, sym- 3
metrisch beziiglich der y-Achse ist.

e Fur einen Wert von k gibt es einen Punkt (x; | f (x)) mit x; >0, fir den die Glei- | 3

fi (Xl) -0 1 . . . . .
chung =— gilt. Beschreiben Sie die geometrische Bedeutung die-

X, -0 e (1)
ser Gleichung.

G, schlieBt im ersten Quadranten mit den Koordinaten- y
achsen ein Flachenstick ein. Die Abbildung 2 zeigt die-
ses Flachenstiick (grau markiert) sowie das Rechteck

mit den Eckpunkten (0|f, (0)) und (%|0), dessen Sei- X
ten
parallel zu den Koordinatenachsen sind. Abb. 2

f Berechnen Sie den Inhalt des Flachenstiicks. 4

Bei Rotation des Rechtecks um die x-Achse entsteht ein Kdrper, ebenso bei Rota-
tion um die y-Achse.

g Skizzieren Sie einen der beiden Korper und beschriften Sie die Skizze mit den Ma-| 2
Ben des Korpers.

h Ermitteln Sie denjenigen Wert von k, fur den die beiden Kérper das gleiche Volu- 3
men haben.

i Bei Rotation des grau markierten Flachenstlicks um die y-Achse entsteht ein wei- | 5
terer Korper. Begriinden Sie, dass das Volumen dieses Kérpers mit zunehmen-
dem Wert von k beliebig klein wird.

2 Im Folgenden werden die in IR definierten Funktionen f: x — %x"’ ~2x2+4 und
g:x (x- 2)2 -e* betrachtet.

a Die Funktion f ist eine Funktion der Schar aus Aufgabe 1. Ermitteln Sie den zuge- | 2

horigen Wert von k.

b Zwei Extrempunkte des Graphen von f liegen auf dem Graphen von g. Berechnen | 4
Sie die Koordinaten dieser Punkte.
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c Die Abbildung 3 zeigt die Graphen von f und g fur "y 2
0<x<2. Ordnen Sie jeden der Graphen | und Il der 4
passenden Funktion zu und begrinden Sie Ihre Zuord- T |
nung. 2 \\
X
°l T 7 |abh.3
d Betrachtet wird die Tangente an den Graphen von g im Punkt P(p | g(p)) mit 6
0 <p < 2. Ermitteln Sie rechnerisch denjenigen Wert von p, fur den diese Tan-
gente die x-Achse im Punkt Q(2|0) schneidet.
3 Der Term einer in IR definierten Funktion h hat die Form h(x)=a-cos(bx)+c mit
acelRund be [0, 2]. Der Graph von h weist im Bereich —1<x <3 genau zwei sei-
ner Extrempunkte auf, den Hochpunkt (0|4) und den Tiefpunkt (2]0).
a Skizzieren Sie den Graphen von h fir —1<x <3 in einem Koordinatensystem. 2
b Geben Sie die Werte von a und ¢ an und ermitteln Sie den Wert von b. 4
1 3
¢ Begriinden Sie ohne Rechnung, dass I(h(x)—z)dx = I(Z—h(x))dx gilt. 3
-1 1

Erwartungshorizont

1a fi(0)=8k, fi(x)=0e=x=-Lvx=

x|~

b y

ol 4

¢ G, gehtaus G, durch eine Streckung in x-Richtung mit dem Faktor % und eine

Streckung in y-Richtung mit dem Faktor 2 hervor.
9 (-2 (ko + 12 = (ko -2)- (kx + 1) = (kD2 -1)°

fe(X) =8k (k2 (~x)° —1)2 — k- (k2 1) =6, (x)

e Die Tangente an G im Punkt (xq|f, (x,)) steht senkrecht zur Gerade durch die-

sen Punkt und den Koordinatenursprung.

fi () dx =8k - [ (k?x® —1)2 dx =8k - [ (k*x* = 2k +1)dx

O — I
O —— x|

==

=8k

O — x|

gl

4,5 2,,2,3 _ 64
k™x 3kx +x]0_15

1(0)

l| o
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h (a2 2
(8K)" g =() M8k Bk=f k=1

i Fdr jeden Wert von k ist das Volumen des Koérpers, der bei Rotation des grau mar-
kierten Flachenstucks um die y-Achse entsteht, kleiner als das Volumen des Zylin-
ders, der bei Rotation des Rechtecks um die y-Achse entsteht. Fiir das Volumen
dieses Zylinders gilt:

2
lim ((%) -Tr-8k)= lim 8T =0

k=0 koo K
2as8k=4<k =%
b f'(x)=x>-4x=x-(x*-4)=0=x=-2vx=0vx=2
Da g(-2) —16e72 # f(-2), haben die beiden Punkte die Koordinaten (0]4) bzw.
(2]0).
cl-fli-g
Begriindung: f(1)=2,25

d mit g’(x)=2-(x—2)-ex+(x—2)2-e":(x—2)-ex-x, g(p)=p-(p-2)-e” und

_ _ .aP
g(p)=(p—2)2-ep ergibt sich: (p22)p © =p.(p_2).ep<:>1:p
3all
7
\A
0 o
b a=c=2

Da der Graph von h im Bereich —1< x <3 nur einen seiner Tiefpunkte aufweist,
gilt fir be[0,2]: O=2-cos(b-2)+2c>cos(b-2)=—l<:>b=%

¢ Der Graph von h ist symmetrisch beziiglich des Punkts (1| 2) . Deshalb stimmen
die Inhalte der beiden Flachenstiicke, die der Graph von h fur —-1<x <1 bzw.
1<x <3 mit der Gerade mit der Gleichung y =2 einschlielt, Gberein.

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 K2 | K3 | K4 | K5 K6 | 1 ]
la 3 X X | X
b 2 X X | Il | X
c 2 X Il Il 1]
d 3 X | | X
e 3 X X 1l 1] 1] X
f 4 X X 1] X
g 2 X X I X
h 3 X X 1] 1] X
i 5 X X 1l 1] 1] X
2a 2 X 1] Il | X
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b 4 X Il Il I X
c 2 X I | X
d 6 X Il I X
3a 2 X I Il X
4 X Il I I X
c 3 X Il Il I X
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2019 -WTR 3

Die Abbildung zeigt den Graphen G; der in IR definierten Funktion f:x — x? . et™* so-
wie den Graphen Gy der zugehorigen ersten Ableitungsfunktion f.

\ y
-4 Gf
- T~
q ~
' A
/ AN
\, . \\\.“,___ y
= n ——
2 {10 1 >~ 3 4 _-5-"% 7 8 ]

" <,

I

I

)

I

I

1 a Beschreiben Sie die Eigenschaft von 4

+ Gy, aus der sich folgern lasst, dass G; bei x=0 einen Tiefpunkt hat.
+ G, aus der sich folgern lasst, dass Gy bei x=0,6 einen Hochpunkt hat.

b Weisen Sie nach, dass F(x) = —(x2 +2x+2)-e¥™ ein Term einer Stammfunktion 5
von f ist. Bestimmen Sie einen Term derjenigen Stammfunktion von f, deren Graph
durch den Punkt (1] -3) verlauft.

Der Graph von f beschreibt modellhaft die 7,5 Sekunden dauernde Fahrt eines Las-
tenaufzugs. Dabei ist x die seit Beginn der Fahrt vergangene Zeit in Sekunden und y
die Geschwindigkeit des Aufzugs in Meter pro Sekunde.

¢ Entnehmen Sie der Abbildung die gréf3te Geschwindigkeit des Aufzugs und geben | 1
Sie diese an.

d Bestimmen Sie grafisch den Zeitraum, in dem die Geschwindigkeit mindestens 2
10 betragt.

e Berechnen Sie fir den Zeitraum von 2,0 s bis 4,0 s nach Beginn der Fahrt die mitt- | 3
lere Anderung der Geschwindigkeit.

f Geben Sie die Bedeutung der unterschiedlichen Vorzeichen von f'(x) im Sachzu- | 2
sammenhang an.
75
g Der Wert des Terms _|. f(x)dx kann als Lange der vom Aufzug zurtickgelegten 2
0
Strecke interpretiert werden. Berechnen Sie diese Lange.

h Beurteilen Sie die Eignung des fiir die Fahrt des Aufzugs verwendeten Modells im | 2
Hinblick auf das Ende der Fahrt.

i Begrinden Sie, dass die folgende Aussage richtig ist: 4

Wirde der Graph von f die Fahrt eines Aufzugs beschreiben, die langer als
7,5 Sekunden dauert, so wére die von diesem Aufzug zurtickgelegte Strecke
— unabhangig von der Dauer seiner Fahrt — kirzer als 5,5 m.
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Das fur die 7,5 Sekunden dauernde Fahrt des Aufzugs bisher verwendete Modell
wird geandert: Fur 0 <x <6 wird die Fahrt weiterhin durch G;, fir x >6 jedoch mit-
hilfe der Tangente an Gy im Punkt (6|f(6)) beschrieben.

j Begriinden Sie ohne weitere Rechnung mithilfe des Graphen von f', dass die 3

Tangente an G; im Punkt (6|f(6)) den Graphen von f flr x > 6 nicht schneidet.

k Zeigen Sie rechnerisch, dass der Aufzug im geanderten Modell nach 7,5 Sekun- 5

den tatsachlich zum Stehen kommt.

| Der Aufzug legt im ge&nderten Modell wahrend der gesamten Fahrtzeit von 4

7,5 Sekunden eine bestimmte Strecke zurtick. Beschreiben Sie, wie man denjeni-
gen Zeitpunkt berechnen konnte, bis zu dem der Aufzug diese Strecke im ur-
spriunglichen Modell zurlcklegt.

2 Betrachtet wird die in IR definierte Funktion h: x> 1+2-(x —1)2 e2x,

a Begrlinden Sie, dass h keine Nullstelle besitzt. 2

b Es gilt h(x)=1+2-f(x-1). Beschreiben Sie, wie der Graph von h schrittweise 5

aus dem in der Abbildung gezeigten Graphen von f erzeugt werden kann. Begriin-
den Sie, dass dabei die Reihenfolge der Schritte nicht beliebig ist.

¢ In der Abbildung stellt eine der beiden Kurven die Funktion f dar. Zeichnen Sie in 3

die Abbildung ein Koordinatensystem ein, in dem diese Kurve die Funktion h dar-

stellt.

d Geben Sie einen Term einer Stammfunktion von h an. 3

Erwartungshorizont

1 a « EsgibtWerte x; <0 und x, >0, fur die G4 fur x; <x<0 unterhalb der x-Achse
und fir 0 <X < x, oberhalb verlauft.
+ Es gibt Werte x5 <0,6 und x, >0,6, fir die G; fur x; <x<0,6 linksgekrimmt
und fr 0,6 < x < x, rechtsgekrimmt ist.

b F(x)=-(2x+2)-e"* —(x2 +2x+2)-e1‘x -(—1)=(—2x—2+x2 +2x+2)-e1‘x

= x2 . el =f(x)

Der Term der gesuchten Stammfunktion hat die Form F(x)+c.
F(l)+c=-383<c=2

C 15%

d

\ Y Der Zeitraum liegt zwischen 1,0 s

\ und 3,5 s nach Beginn der Fahrt.

e L:(Z) ~—0,34, d. h. die Geschwindigkeit nimmt im betrachteten Zeitraum pro

Sekunde um etwa 0,34% ab.
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f

d

Sind die Werte von f'(x) positiv, so nimmt die Geschwindigkeit des Aufzugs zu,
sind die Werte von f'(x) negativ, so nimmt die Geschwindigkeit ab.

75
[ f(x)dx=F(7,5)-F(0)~5,3

0
Die Lange der zuriickgelegten Strecke betragt etwa 5,3 m.

f(7,5)>0, d. h. das Modell ist zur Beschreibung des Endes der Fahrt nicht geeig-
net, da das Stehenbleiben des Aufzugs nicht korrekt beschrieben wird.

r
Fur r>7,5 gilt: If(x)dx:F(r)—F(O):—(rz +2r+2)-e1*r +2e<2e<55
0

Fir x>5 ist Gy steigend, G; also linksgekrimmt. Damit schneidet die Tangente
den Graphen von f fiir x > 6 nicht.

' _ X 2 lx (_ ' _ 24 _ 36
f'(x)=2x-e +x°-e (1), f'(6) = ig,f(e)_ 2

e

Damit: %?:f'(e)@h%wa,s

Man berechnet den Inhalt A der Flache, die die Tangente an G; im Punkt
(6 | f(6)) mit der Gerade mit der Gleichung x =6 und der x-Achse einschlief3t.

Bezeichnet man den gesuchten Zeitpunkt mit t, so ergibt sich der Wert von t als

t
Losung der Gleichung Jf(x)dx =A.
6

Fir alle x IR gilt (x—1)°>0 und €™ >0, d. h. h(x)>1.

Der Graph von h geht aus dem Graphen von f hervor durch:

+ Verschiebung um 1 in positive x-Richtung

¢ Streckung mit dem Faktor 2 in y-Richtung

+ Verschiebung um 1 in positive y-Richtung

Der Graph von f enthalt den Punkt (0]0). Wiirde man den zweiten und dritten

Schritt vertauschen, so enthielte der so erzeugte Graph den Punkt (1| 2) . Dieser
liegt wegen h(1) =2 nicht auf dem Graphen von h.

y\y

o

x+2-F(x-1)
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Standardbezug
BE allgemeine mathematische Anforderungsbereich
Kompetenzen
K1 K2 K3 K4 K5 K6 | ] 1
la 4 1 1] 1l X
b 5 1] 1] X
c 1 | I | X
d 2 | I X
e 3 | X
f 2 | | X
g 2 X
h 2 1 Il 1l X
i 4 1l | ] X
] 3 1l 1] | X
k 5 1] | 1] X
I 4 ] Il 1l X
2a 2 | I X
5 1l 1] 1l X
[ 3 1l ] ] X
d 3 ] 1] 1]
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1 Gegeben ist die in IR definierte Funktion f: x — —%xg +%x2, die die Nullstellen 0

und % hat. Der Graph von f wird mit G; bezeichnet.

a Bestimmen Sie Lage und Art der Extrempunkte von G;. Skizzieren Sie G; unter 7
Berticksichtigung der bisherigen Informationen sowie des Funktionswerts fiir
X =-2 in einem geeigneten Koordinatensystem.

b Die Tangente an G; im Punkt (%|O) wird mit t bezeichnet. Weisen Sie nach, 5
dass t durch den Punkt (0 | %) verlauft. Begriinden Sie, dass der Inhalt des Fla-
chenstiicks, das G; im ersten Quadranten mit t und der y-Achse einschlief3t, klei-

nerals 1.2.27 jst,

2 Der Graph einer in [0;3] definierten ganzrationalen Funktion g geht im Punkt
A(O | 15) ohne Knick in die Gerade mit der Gleichung y =15 Uber und im Punkt
B(3 | —0,5) ohne Knick in die Gerade mit der Gleichung y =-4x+115.

a Zeigen Sie rechnerisch, dass der Grad von g unter den beschriebenen Bedingun- | 6
gen nicht zwei sein kann.

b Die Abbildung 1 zeigt den Graphen von g. Be- Ty 5
schreiben Sie ein Verfahren, mit dem der Ab- 2N
stand des Punkts M(1,5]1) zum Graphen LA .
von g berechnet werden kénnte, wenn der M
Funktionsterm von g bekannt ware. \ X\
0 p
% bb. 1

3 In einer Messstation wird seit 1958 kontinuierlich die CO, -Konzentration in der Luft
gemessen, die in ppm (parts per million) angegeben wird. Die Tabelle gibt fr die
Jahre 1960, 1985 und 2010 jeweils den jahrlichen Durchschnittswert der Messwerte
an.

Jahr | 1960 | 1985 | 2010
CO, -Konzentration | 317 ppm ‘ 346 ppm ‘ 390 ppm

a Die jahrlichen Durchschnittswerte haben sich im Zeitraum von 1960 bis 1985 in 3
guter Naherung exponentiell entwickelt. Ermitteln Sie die zugehdrige jahrliche
Wachstumsrate in Prozent.

(zur Kontrolle: etwa 0,35 %)

b Berechnen Sie unter der Annahme, dass sich das exponentielle Wachstum nach 3
1985 in gleicher Weise fortgesetzt hat, den jahrlichen Durchschnittswert fir das
Jahr 2010. Vergleichen Sie diesen Wert mit dem zugehdrigen Wert aus der Ta-
belle und formulieren Sie das Ergebnis Ihres Vergleichs im Sachzusammenhang.

Innerhalb eines Jahres schwankt die CO, -Konzentration. Fur einen bestimmten
Zeitraum von acht Monaten lassen sich die gemessenen Werte modellhaft durch die
in IR definierte Funktion k: x — 3,3-sin(% x)+406 beschreiben. Dabei ist x die in
diesem Zeitraum vergangene Zeit in Monaten und k(x) die CO, -Konzentration in
ppm. Vereinfachend wird davon ausgegangen, dass jeder Monat 30 Tage hat.

¢ Geben Sie an, wie der Graph von k schrittweise aus dem Graphen der in IR defi- 5
nierten Funktion s:x - sin(x) hervorgeht. Beurteilen Sie, ob die Reihenfolge der
einzelnen Schritte von Bedeutung ist.
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d Der durchschnittliche Funktionswert einer Funktion h im Intervall [a;b] kann 6
mithilfe der folgenden Uberlegung bestimmt werden:

Schliel3t der Graph von h mit der x-Achse und

den Geraden mit den Gleichungen x =a und ™ [
x =b ein Flachenstick ein, so gibt es ein Recht-

eck der Lange b —a, das den gleichen Flachen- /]
inhalt wie das Flachenstiick hat (vgl. Abbil- /
dung 2). Die Breite dieses Rechtecks stimmt mit A
dem Betrag des durchschnittlichen Funktions- a b
werts von h im

Intervall [a;b] Uberein. Abb. 2

X

Bestimmen Sie fUr den betrachteten Zeitraum von acht Monaten die prozentuale
Abweichung des Maximums der CO, -Konzentration von der durchschnittlichen
CO, -Konzentration.

Erwartungshorizont

1a f(x )——%x +4x, f"(x)=-Lx+4 T
1

f'(x)=0< x- (——X+§) 0ex=0vx=3 I
f(0)=4>0, "(3)=-4<0 ;

Damit hat G; den Tiefpunkt (0]0) und den Hochpunkt (%|%) {‘ u

) )\
f(-2)~5,0 .
o 1(3) -3 -33+%-0

Der angegebene Term gibt den Flacheninhalt des Dreiecks an, das die Koordina-
tenachsen mit der Tangente einschlieRen. Fir 0 <x <% verlauft G; innerhalb die-
ses Dreiecks.

2 a Aus den beschriebenen Bedingungen ergibt sich:
l: g(0)=15;11: g'(0)=0; Ill: g(3)=-0,5; IV: ¢'(3)=—4

Mit g(x):ax2 +bx +c ergibt sichaus Il b=0, aus | ¢ =15 und damit aus llI

a=—-&. Daraus folgt g'(3) = -3 im Widerspruch zu IV.

b Die Entfernungen von M zu den Punkten (x | g(x)) kénnen in Abhangigkeit von x

mithilfe der Funktion d mit d(x) = \/(x —1,5)2 +(g(x) —1)2 bestimmt werden. Der Ab-

bildung ist zu entnehmen, dass sich die kleinste dieser Entfernungen nicht fur ei-
nen der Punkte A und B ergibt. Berechnet man fir die Losungen der Gleichung
d'(x)=0 mit x e ]0;3[ die zugehérigen Funktionswerte von d, so entspricht der

kleinste dieser Werte dem gesuchten Abstand.
3 a 317.p% =346 liefert p= 25% ~1,0035, d. h. die jahrliche Wachstumsrate be-

tragt etwa 0,35 %.
b 346-1,0035%° ~ 378 < 390
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Der Durchschnittswert der CO, -Konzentration fur das Jahr 2010 ist groRer als
der, der sich bei einer unveranderten Fortsetzung des exponentiellen Wachstums

ergeben hatte.

¢ Der Graph von k geht aus dem Graphen von s hervor durch
1. Streckung in x-Richtung mit dem Faktor %
2. Streckung in y-Richtung mit dem Faktor 3,3
3. Verschiebung um 406 in positive y-Richtung
Die Reihenfolge der Schritte ist von Bedeutung. Wirde man die Verschiebung in
y-Richtung vor der Streckung in y-Richtung durchfihren, so hatten die Punkte des
entstehenden Graphen deutlich groRere y-Koordinaten als die des Graphen von k.
¢ 8k d 336 )+ 406X | ~407,2
5 I (x)dx —T-cos(gx)Jr x| =407,
0
k(3)-407.2 _ 409,3-407,2 _
4072 ~0,5%
Standardbezug
BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
K1 K2 K3 K4 K5 K6 | I Il
la 7 | | | X
b 5 I I | | I X
2a 6 I I I | X
b 5 1] 1] Il X
3a 3 I I | X
3 | | | X
c 5 I I I X
d 6 I I I Il X
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2020 - WTR 2

1 Die Abbildung 1 zeigt den Graphen einer in IR definierten ganzrationalen Funktion f
vierten Grades. Die Tangente im Wendepunkt W(4 | 18) des Graphen hat die Stei-
gung 4.

&
[d7]

T

20 F.
=

\
/
/

4
T

14

J N
[ N\ x

/0 > b o8 b 6 7 9101\;Abb1

a Zeichnen Sie die beschriebene Tangente in die Abbildung 1 ein und geben Sie die | 3
beiden Nullstellen der ersten Ableitungsfunktion f' von f an.

b Der Graph von f' hat einen Tiefpunkt. Geben Sie die Koordinaten dieses Tief- 3
punkts an und begriinden Sie lhre Angabe.

c Beurteilen Sie die folgende Aussage: 3
Fur jede Stammfunktion F von f gilt F(x+2)>F(x)+20 fur jeden Wert von
xe[0;5].

2 Fur jeden Wert von k IR* wird die in IR de- i
o ; : —kx) . a—x y/\

finierte Funktion h, :x+—10-(1-e )-e 2 A

betrachtet. Der Graph von h, wird mit G, ) \\

bezeichnet. Die Abbildung 2 zeigt G; . ' N

S~—_X

Fir die erste Ableitungsfunktion h, von h, 0 R —|

git i (x)=10-((k +1)-e™* ~1). ™. | Abb. 2

a Begrunden Sie, dass h, nur die Nullstelle x=0 hat. Geben Sie den Grenzwert 3

von h, flr x — +oo an.

b Bestimmen Sie die x-Koordinate des Hochpunkts von G, . 3

c Betrachtet werden die Tangente an G, im Koordinatenursprung und die Gerade, 5
die zu dieser Tangente im Koordinatenursprung senkrecht steht. Diese beiden Ge-
raden schneiden die Gerade mit der Gleichung y =1. Zeigen Sie rechnerisch,

dass der Abstand der beiden Schnittpunkte 10k + 1 ist.

d Betrachtet man den Abstand aus Teilaufgabe 2c fir alle Werte von k, so ist dieser | 3
fur einen Wert von k am kleinsten. Bestimmen Sie diesen Wert und geben Sie den
zugehorigen Abstand an.

3 Am 26. April 1986 ereignete sich in der Ukraine ein Reaktorunfall, bei dem radioakti-
ves Plutonium-241 freigesetzt wurde. Plutonium-241 zerfallt exponentiell, d. h. in je-
dem Jahr nimmt die Masse des vorhandenen Plutonium-241 um einen konstanten
prozentualen Anteil ab.
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Im Folgenden wird der Zerfall einer bestimmten Menge Plutonium-241 betrachtet.
Dieser Zerfall wird durch die Funktion p mit p(x) =200-e %% und x cIR{ be-
schrieben. Dabei ist x die Zeit in Jahren, die seit dem Reaktorunfall vergangen ist,
und p(x) die Masse des verbliebenen Plutonium-241 in Milligramm.

a Geben Sie die Bedeutung des Faktors 200 im Sachzusammenhang an und be- 3
rechnen Sie den prozentualen Anteil, um den die Masse des Plutonium-241 in je-
dem Jahr abnimmt.

b Bestimmen Sie das Jahr, in dessen Verlauf erstmals weniger als ein Milligramm 4
des Plutonium-241 vorhanden sein wird.

Bei dem Zerfall des Plutonium-241 entsteht radioaktives Americium-241, das eben-
falls exponentiell zerfallt. Im verwendeten Modell gibt die Funktion a mit
a(x)=207-(1- e‘°'°464x)'e‘°'°°16" fur jedes Jahr die Masse des vorhandenen Ame-
ricium-241 in Milligramm an.

¢ Der Graph von a kann fir einen Wert von k aus dem Graphen der Funktion h, 3
aus Aufgabe 2 erzeugt werden, indem man diesen in x-Richtung und in y-Richtung
streckt. Geben Sie die beiden Streckungsfaktoren an und bestimmen Sie den pas-
senden Wert von k.

d Im Funktionsterm von a erfasst der Faktor 1— e %%4%4X die Zunahme der Masse 3
des vorhandenen Americium-241 und der Faktor e %%16X den zerfall des vorhan-
denen Americium-241. Begriinden Sie, dass es einen Zeitpunkt gibt, zu dem beide
Faktoren den gleichen Wert annehmen.

€ Geben Sie die Bedeutung der Aussage @ ~ 2,4 im Sachzusammenhang an. 4
Begrinden Sie Ihre Angabe.

Erwartungshorizont

1alp i X1 =2, X, =8
o AT

o/ N

N

/0 s \a\ o

b Die Steigung des Graphen von f im Wendepunkt W ist —4 . In unmittelbarer Umge-
bung von W ist die Steigung des Graphen von f grofer als —4 . Damit hat der
Graph von f' den Tiefpunkt (4|-4).

c Die Aussage ist richtig.

Begriindung: Fr jeden Wert x, €[0;5] ist F(xq +2)—F(xo) der Inhalt der Flache,
die der Graph von f mit der x-Achse und den Geraden mit den Gleichungen x = X
und X =Xy + 2 einschlief3t. Dieser Inhalt ist flir jeden dieser Werte X, grof3er als

der Flacheninhalt eines Rechtecks mit den Seitenlédngen 2 und 10, d. h. groRRer als

20.
2ah(x)=0=1-e®=0sx=0

lim h =0

Xl)r-TOO k(X)
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i (x)=0ee™ =L o kx=-In(k+1) < x=21:In(k+1)

Die Tangente hat die Steigung hy (0) =10k, die dazu senkrechte Gerade die Stei-
gung —z1-. Damit sind die beiden Schnittpunkte ( 1) und (~10k |1). Deren
Abstand ist 10k + 75

Fur die Funktion d mit d(k)=10k + -1 gilt d'(k)=10--1; =0 < k=21 .

10k 10k? 10
Abstand: d(%) =2

1 |
10k

200 gibt die Masse zum Zeitpunkt des Unfalls in Milligramm an.

-0,048

e ~ 0,953, d. h. die Masse nimmt in jedem Jahr um etwa 4,7 % ab.

-0,048x -0048x _ 1 ; In200 _
200-e <lse <m<:>—0,048x<—ln200 liefert X>8,0W~110’4

Damit wird im Jahr 2096 erstmals weniger als ein Milligramm des Plutonium-241
vorhanden sein.

Streckungsfaktor in x-Richtung: 625

Streckungsfaktor in y-Richtung: 20,7

_-00464 _
k= ~0,0016 _ 29

Der Faktor 1—e %% hat fiir x=0 den Wert 0 und es gilt lim (1— e*°'°464x) -1
X—>+00

. Der Faktor e %%018X hat fir x =0 den Wert 1 und es gilt lim e %% -0 Stellt
X—>+00

man die Werte der beiden Faktoren fiir x IR§ grafisch dar, so haben die beiden
Graphen keine Sprungstellen und damit einen Schnittpunkt.

Die Masse des Americium-241 nimmt in den ersten 73 Jahren nach dem Reaktor-
unfall im Mittel pro Jahr um 2,4 Milligramm zu.

Begrundung: Die mittlere Anderung pro Jahr betragt %jm)
gilt. Bei der Anderung handelt es sich um eine Zunahme, da der Wert des gegebe-
nen Terms positiv ist.

, wobei a(0)=0

Standardbezug

BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
K1 K2 K3 K4 K5 K6 | ] 1

| I X

] 1l I i X

AlW|W|PIWWOO[W|[W|W|W|W
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Gegeben ist die Schar der in IR definierten Funktionen f, : x > e —x -1 mit k eIR..
Der Graph von f, wird mit G, bezeichnet.

1 Betrachtet wird zunéchst die Funktion fo mit f,o(x) =€ —x -1.
a Die Abbildung 1 zeigt G, . Im dargestellten Bereich gibt es zwei Rechtecke, die 3
jeweils die beiden folgenden Eigenschaften haben:
+ Zwei Eckpunkte liegen auf der x-Achse und zwei Eckpunkte auf G4 .
+ Eine Seitenlange betragt 0,4.

Zeichnen Sie diese beiden Rechtecke in die Abbildung 1 ein. Begriinden Sie ohne
zu rechnen, dass die beiden Rechtecke unterschiedliche Flacheninhalte haben.

y
X
{1 g8 | -d6 | 44 | 42 |0 ’
\ "/
AN // 66
[ Abb. 1
b Begrunden Sie, dass G;, und die Gerade mit der Gleichung y =—-x—1 keinen 3

Punkt gemeinsam haben. Beschreiben Sie sowohl fir X — —co als auch fur
X — +oo den Verlauf von G, bezlglich dieser Gerade.
0
c Berechnen Sie den Wert des Terms fflo (x)dx . 3
-1
d Betrachtet wird der Inhalt der Flache, die G;5 mit der x-Achse und der Gerade mit | 3

der Gleichung x =-1 einschlie3t. Begriinden Sie, dass dieser Inhalt geringfugig
0

__[11‘10 (x)dx

groler ist als der Wert des Terms , ohne den Inhalt zu berechnen.

2 Betrachtet wird nun die gesamte Schar der Funktionen f .

a Zeigen Sie, dass alle Graphen der Schar genau einen Punkt gemeinsam haben, 3
und bestimmen Sie dessen Koordinaten.

b Die Abbildung 2 zeigt vier | \ Ay N 3
Graphen der Schar, darunter ".\'é ”'\ 4 III-': ’f'
diejenigen zu den Werten i \ £ L
k=-1, k=0 und k=1. SN B IV
Nehmen Sie die passende RANNA .’I
Zuordnung vor. RN I ¥olx

4 2 | 0ING.? ¥ 5 i
\.
21
N
. bb. 2
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Fur die erste Ableitungsfunktion von f gilt f; (x) =k- e —1.

c Beim Ableiten von f, wurde die folgende Regel angewendet: 3

Betrachtet man differenzierbare Funktionen u, v und w mit w(x) =v(u(x)),

so hat die erste Ableitungsfunktion von w den Term w'(x) =v'(u(x))-u’(x).
Stellen Sie den Zusammenhang zwischen dem Ableiten von f, und dieser Regel
her, indem Sie fur u, v und w jeweils einen passenden Funktionsterm angeben.

d Weisen Sie nach, dass alle Graphen G, weder Hochpunkte noch Wendepunkte 5
haben.

Fir positive Werte von k hat G, den Tiefpunkt T, (—% |k — 1+ %)

e Ermitteln Sie den Abstand von T, zur Gerade mit der Gleichung y =—-x —1. 5
f Fir k —+oo néhert sich T, einem Punkt A. Bestimmen Sie die Koordinaten von A. | 2

g Berechnen Sie denjenigen Wert von K, fur den G, im Koordinatenursprung einen | 2
Steigungswinkel der Grél3e 60° hat.

h Betrachtet wird die folgende Behauptung: 5

Zu zwei beliebigen verschiedenen Graphen G, und G, gibt es einen Wert
von X, fur den die beiden Graphen die gleiche Steigung haben.

Unter der Voraussetzung, dass k; und k, positiv sind, ist die Behauptung richtig;
bestimmen Sie den zugehdérigen Wert von x. Entscheiden Sie, ob die Behauptung
auch dann richtig sein kann, wenn entweder k; oder k, nicht positiv ist, und be-
grinden Sie lhre Entscheidung.

Erwartungshorizont

la y Die beiden Rechtecke stimmen nur in ei-
X ner der beiden Seitenlangen Uberein.
1 -q.8 Q6 -0.4 -g.2 0
I/
Jos
NV

b fio(X)—(-x~-1)=€** >0 fur alle x<IR

Fir X - —o kommt G,y der Gerade beliebig nahe, fur X — +oo entfernt sich G,
beliebig weit von der Gerade.

0

Jto(x)dx=[ A et -3¢ x]' =d-Let0sd 1= Le0 2

-1

d fio(-1)>0, d. h. Gy schneidet fiir einen Wert von x mit —1<x <0 die x-Achse.
Der Term gibt die Differenz der Inhalte der beiden Teile der beschriebenen Flache
an, die unterhalb bzw. oberhalb der x-Achse liegen. Damit ist der Inhalt der be-
schriebenen Flache groRRer als der Wert des gegebenen Terms, unterscheidet sich
von diesem Wert aber nur geringfligig, da der oberhalb der x-Achse liegende Tell
der Flache viel kleiner ist als der unterhalb liegende Teil.
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kX k,x

2 a Fir k; =k, gilt: f (x)=f (x) = e =" <x=0
y=1,(0)=0

bl:k=0,Il: k=-1,1: k=1

c u(x)=kx, v(x)=€*, w(x)=e

d fy(x)=k? e

Fir k=0 gilt fy(x)=-x. Gy hat als Gerade weder einen Hochpunkt noch einen
Wendepunkt.

Fir k=0 gilt f¢(x)>0 furalle xeIR, d. h. G, ist durchgehend linksgekrimmt
und hat damit weder einen Hochpunkt noch einen Wendepunkt.

e Die Gerade hat die Steigung —1. Damit stimmen die in x- und y-Richtung gemes-
senen Entfernungen von T, zur Gerade Uberein und betragen jeweils

Ik _g4+1- (% - 1) =1. Der gesuchte Abstand a ist also die Halfte der Lange der

Diagonale eines Quadrats mit der Seitenlange % .
. 2 (1 2 _ [
Damit gilt (2a)” =2 (k) Sa= /2k2.

f Mit lim k=0 und lim 1=0 ergibtsich A(0|-1).

kst K K—>-+oo0 K B
g 7 (0)=tan60° = k-1=+3 & k=1+3
h Fir ky,k, >0 mit k; k, gilt:
i (x) =fe (X) kg - =k, - efX o elikelx K

K
Zeox= 1l .In:z
1

k17k2 k1

Es gilt € >0 fir alle x eIR. Damit hat die Gleichung k, -e** =k, -e*2* keine Lo-
sung, wenn entweder k; oder k, nicht positiv ist. In diesem Fall kann die Behaup-
tung also nicht richtig sein.

Standardbezug
BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
K1 K2 K3 K4 K5 K6 | ] |
la 3 | I X
b 3 1] Il 1] X
c 3 | X
d 3 ] 1 1] | X
2a 3 Il X
b 3 1] I | X
c 3 1] 1] 1] X
d 5 1] 1 Il X
e 5 Il Il X
f 2 | | X
2 1 Il X
5 I 1] Il Il X
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In einem kartesischen Koordinatensystem ist der Kérper ABCDPQRS mit
A(28|O|O), B(28|10|0), C(O|10|O), D(0|O|0) und P(20|0|6) gegeben. Der
Kdorper ist ein schiefes Prisma, die Grundflache ABCD, die Deckflache PQRS und die
vier Seitenflachen sind also Parallelogramme.

a Zeigen Sie, dass die Seitenflache ABQP quadratisch ist.
b Stellen Sie das Prisma in einem Koordinatensystem grafisch dar.

c Die Seitenflache ABQP liegt in einer Ebene E. Ermitteln Sie eine Gleichung von E
in Koordinatenform.
(zur Kontrolle: E:3x+4z-84=0)

d Die Seitenflache CDSR liegt in einer Ebene F. Begrinden Sie ohne zu rechnen,
dass F durch die Gleichung 3x + 4z =0 beschrieben werden kann.

Das Prisma beschreibt modellhaft den Grundkérper eines Kunstwerks aus massivem
Beton, der auf einer horizontalen Flache steht. Eine Langeneinheit im Koordinaten-
system entspricht 0,1 m in der Wirklichkeit.

Der Grundkorper ist mit einer diinnen geradlinigen Bohrung versehen, die im Modell
vom Punkt G(lll 3] 6) der Deckflache aus in Richtung des Schnittpunkts der Diago-
nalen der Grundflache verlauft. In der Bohrung ist eine gerade Stahlstange mit einer
Lange von 1,4 m so befestigt, dass die Stange zu drei Vierteln ihrer Lange aus der
Deckflache herausragt und in einer Hohe von 0,9 m tber der Deckflache endet. Ihr
Durchmesser wird im Modell vernachlassigt.

e Bestimmen Sie im Modell die Koordinaten des Punkts, in dem die Stange in der
Bohrung endet.

f Auf der Deckflache des Grundkorpers liegt eine Stahlkugel mit einem Durchmes-
ser von 0,8 m. Im Modell beriihrt die Kugel die Deckflache des Prismas im
Punkt K. Beschreiben Sie, wie man im Modell rechnerisch Uberprifen kénnte, ob
die Stahlkugel die Stange beruhrt, wenn die Koordinaten von K bekannt waren.

g Zum Schutz vor Beschadigungen wahrend einer Baumafinahme soll diejenige
Seitenflache des Kunstwerks, die im Modell durch das Quadrat ABQP dargestellt
wird, mit einer rechteckigen Holzplatte so versehen werden, dass diese am Kunst-
werk anliegt, sowohl unten als auch seitlich biindig mit diesem abschlief3t und in
einer Hohe von 1 m Uber der Deckflache endet. Untersuchen Sie, ob die Lage der
Stahlstange das Anbringen der Holzplatte zulasst.

Erwartungshorizont

a AB.AP-0, |AB|-|AP)
Ein Parallelogramm mit einem rechten Winkel und zwei benachbarten Seiten glei-
cher Lange ist ein Quadrat.

B.Geo.1
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c E:x=0OA+p-AB+q-AP; p,gelR
Das daraus resultierende Gleichungssystem
| x=28-8q Il y=10p Il z=6q
liefert E:3x+4z-84=0.

d Die Ebene F ist parallel zur Ebene E. Eine Gleichung von F hat deshalb auch die
Form 3x+4z+r=0 mit r eIR. Da F den Koordinatenursprung enthalt, ist r =0.

e Schnittpunkt der Diagonalen der Grundflache: H(14|5|O)
Es gilt: \@\ =7,4.14m=0,35m=21.0,7m
Mittelpunkt der Strecke von G nach H: (12,5|43)

f Man erhalt den Mittelpunkt M der Kugel, indem man K um vier L&angeneinheiten in
positive z-Richtung verschiebt. Anschlie3end berechnet man den Abstand d von
M zu der Geraden, entlang derer die Stange im Modell verlauft. Genau dann,
wenn sich d=4 ergibt, beriihrt die Stahlkugel die Stange.

g Gleichung der Geraden, entlang derer die Stange im Modell verlauft:

11 3
s:x=|3|+t-| 2 |, telR
6 -6

3-(11+3t)+4-(6-6t)-84=0ct=-18

Fur alle Punkte, die im Modell auf der Stange liegen, gilt t > -15, d. h. die Lage
der Stange lasst das Anbringen der Holzplatte zu.

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungsbe-
Kompetenzen reich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 K2 | K3 | K4 | K5 K6 I ] 1
a 3 X X X I | X
b 3 X | X
c 3 X X 1]
d 2 X 1 1]
e 6 X X X 1] Il | X
f 4 X X Il ] Il X
g 4 X X Il ] 1] X

B.Geo.2
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Die Bewegungen zweier Forschungs-U-Boote U; und U,, die von einer Forschungs-
station mithilfe eines Sonarsystems geortet werden, sollen modellhaft in einem kartesi-
schen Koordinatensystem beschrieben werden. Im Modell, das den Zeitraum von
12.20 Uhr bis 12.27 Uhr erfasst, bewegen sich beide U-Boote geradlinig mit konstanter
Geschwindigkeit, U; entlang der Geraden g,, U, entlang der Geraden g, . Die Positio-
nen von U; um 12.20 Uhr und 12.21 Uhr werden durch die Punkte P, (414 |-5) bzw.
P1(6 [11] —5) dargestellt, die Positionen von U, zu denselben Zeitpunkten durch

Qo (11]9]-15) bzw. Q;(9|6|-13). Die Wasseroberflache wird durch die x,x,-Ebene,
die Lage der Forschungsstation durch den Punkt F(12 [12,5] 0) beschrieben. Eine Lan-
geneinheit im Koordinatensystem entspricht 100 m in der Realitat.

a Bestimmen Sie jeweils eine Gleichung von g; und g,. Geben Sie flr die dabei ver- | 3
wendeten Parameter jeweils das Intervall an, das dem erfassten Zeitraum entspricht.

b Geben Sie die Koordinaten der Punkte an, die die Positionen von U; und U, um 2
12.27 Uhr darstellen.
c Ermitteln Sie die Geschwindigkeit von U, in Knoten (1kn z1852"Tm). 3
d Die Abbildung zeigt die Bewegungen von U; und TXg 4
U, im Zeitraum von 12.20 Uhr bis 12.21 Uhr als 0 . .
Projektion in die x,x;-Ebene. 0 5 10 Xo
Stellen Sie die Bewegungen der beiden U-Boote fur
den gesamten erfassten Zeitraum von 12.20 Uhr =9 "U *
bis 12.27 Uhr als Projektion in die x;x,-Ebene gra- 1
fisch dar.
-101
Begriinden Sie anhand dieser beiden Projektionen,
dass sich die Geraden, entlang derer sich U; und %
U, bewegen, nicht schneiden. =157
e Der Nachweis, dass zwei Geraden windschief zueinander sind, kann nicht nur gra- 3

fisch, sondern auch rechnerisch gefiihrt werden. Beschreiben Sie, wie man mithilfe
der Gleichungen von g, und g, zeigen konnte, dass die beiden Geraden windschief
zueinander sind. Geben Sie flr jeden Schritt des beschriebenen Vorgehens die Be-
deutung hinsichtlich der gegenseitigen Lage der Geraden an.

f Der Abstand der beiden Geraden, entlang derer sich U; und U, im Modell bewegen, | 3
ist 7. Begriinden Sie, dass daraus nicht geschlossen werden kann, dass sich die
U-Boote im erfassten Zeitraum bis auf 700 m nahern.

g Von den U-Booten aus kdnnen Unterwasseraufnahmen direkt zur Forschungsstation | 3
Uibertragen werden, sofern ihr jeweiliger Abstand zur Station maximal 850 m betragt.
Ermitteln Sie rechnerisch, wie lange die Forschungsstation Aufnahmen von U; emp-
fangen kann.

h Befindet sich eines der beiden U-Boote von der Forschungsstation aus gesehen ge- | 4
nau hinter dem anderen U-Boot, so kann es vom Sonarsystem der Station nicht er-
fasst werden. Untersuchen Sie im Modell, ob es einen Zeitpunkt gibt, zu dem dies
der Fall ist.

B.Geo.3
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Erwartungshorizont

a

4 2 11 -2
g,:x=|14 |+p-| 3|, pelR; g,:x=| 9 |+qg-|-3|[, gelR
-5 0 -15 2

Intervalle: p<[0;7], qe[0;7]

Position von U,: (18|-7|-5)
Position von U,: (-3|-12|-1)

100-|[ 3|22 <134
1852

Die Geschwindigkeit betragt etwa 13,4 Knoten.

5] 2 Die beiden Geraden, entlang derer sich die beiden
U, U-Boote im Modell bewegen, schneiden sich zwar in
10 beiden Projektionen, die x, -Koordinaten der
Y2 zugehdrigen Schnittpunkte stimmen jedoch nicht
° uberein.

=}

0 5 10 15 X
-5
/4

Man konnte zeigen, dass

+ die Richtungsvektoren von g; und g, nicht kollinear, die beiden Geraden also
nicht parallel sind,

und dass
4 2 11 -2

+ die Gleichung |14 |+p-| -3 |=| 9 |+q-|-3]|, p,q<IR, keine Losung hat, g,
-5 0 -15 2

und g, sich also nicht schneiden.

Der Abstand der beiden Geraden ist die Lange ihres gemeinsamen Lots. Befinden
sich die beiden U-Boote nicht zum selben Zeitpunkt des erfassten Zeitraums in den
Positionen, die im Modell durch die Fu3punkte dieses Lots dargestellt werden, so
sind sie in diesem Zeitraum stets weiter als 700 m voneinander entfernt.

4 2) (12 Jio13

(V1013 - 47 o
14 |+p-| -3|-|115|<85< ( - )Sps 1O§2+47
5 0 0

Die Forschungsstation kann etwa zweieinhalb Minuten lang Aufnahmen von U;
empfangen.
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h 4 2 11 -2
OF+r-||14 |[+p-|-3|-OF |=| 9 |+p:|-3|<p=25ar=2
-5 0 -15 2

Zweieinhalb Minuten nach Beginn des erfassten Zeitraums kann eines der U-Boote
vom Sonarsystem der Station nicht erfasst werden.

Standardbezug

BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungsbe-
Kompetenzen reich

L4 | LS K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 I Il 1

L1 | L2

-
w

oo

o | Q|0

Il I Il X

Alwlw|lw|d|lw|Nn]|w
>
X | X[ X | X|X|[X]|X]|X

= (o]

1] Il 1] X
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Ein Turm auf einem Spielplatz besteht aus vier 4,50 m
langen, vertikal stehenden Pfosten, vier horizontalen
Balken und einem Dach in Form einer geraden Pyra-
mide. Die Abbildung zeigt den Turm schematisch. Die
Dicke der Bauteile des Turms soll vernachlassigt wer-
den.

In einem kartesischen Koordinatensystem kénnen die
Enden der Pfosten fur einen Wert von z mit z IR mo-

2017 -WTR 1

dellhaft durch die Punkte A(Z | -3 z), B, C und

D(-3|-2|z) sowie E(2|-3]4), F(3]|2]4), G(-2|3]4) und H dargestellt werden,
die Spitze des Dachs durch den Punkt S(0|05). Dabei beschreibt die x,x,-Ebene
den Untergrund; eine L&ngeneinheit im Koordinatensystem entspricht 1 m in der Wirk-
lichkeit.

a

b

Geben Sie an, wie tief die Pfosten in den Untergrund hineinreichen.

Geben Sie die Koordinaten des Punkts H an. Weisen Sie nach, dass das Viereck
EFGH ein Quadrat ist.

Begriinden Sie, dass die Pyramide EFGHS symmetrisch zur X3 -Achse ist.

Die Punkte E, F und S liegen in einer Ebene L. Bestimmen Sie eine Gleichung von L
in Koordinatenform.

An der Spitze des Dachs ist eine gerade Stange befestigt, deren oberer Endpunkt im
Modell durch einen Punkt T dargestellt wird. Auf den Turm treffendes Sonnenlicht
lasst sich im Modell durch parallele Geraden mit dem Richtungsvektor v beschrei-
ben. Der Schatten der Stange liegt vollstandig auf der Dachflache, die durch das
Dreieck EFS beschrieben wird. Beschreiben Sie, wie man die Lange dieses Schat-
tens berechnen kann, wenn die Koordinaten von T und v bekannt sind.

Zur Stabilisierung des Turms wurden zuséatzliche Balken mit einer Lange von 2,10 m
verwendet. Ein solcher Balken ist mit einem Ende in einer H6he von 3,50 m lber
dem Untergrund an einem der vertikal stehenden Pfosten befestigt, mit dem anderen
Ende an einem der beiden darauf liegenden horizontalen Balken. Der obere Befesti-
gungspunkt teilt den horizontalen Balken in zwei Abschnitte. Bestimmen Sie das
Verhéltnis der Langen der beiden Abschnitte.

Es soll eine vertikale Kletterstange aufgestellt werden, deren FuR3punkt im Modell
durch einen Punkt P der X;X,-Ebene beschrieben wird. Die Kletterstange soll von
dem Pfosten, der durch AE dargestellt wird, doppelt so weit entfernt sein wie von
dem Pfosten, der durch BF dargestellt wird. Bestimmen Sie fur zwei mogliche Positi-
onen der Kletterstange jeweils die Koordinaten von P.

Erwartungshorizont

a

b

Die Pfosten ragen 0,5 m in den Untergrund hinein.

H(-3]-2]4)
Wegen EF =HG ist es ein Parallelogramm, wegen EF-FG =0 und ‘ﬁz‘z‘ﬁ‘ ein
Quadrat.
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c Die Pyramide ist gerade und hat eine quadratische Grundflache, die parallel zur
XX, -Ebene ist. Der Mittelpunkt der Grundflache liegt ebenso auf der x5 -Achse wie
die Spitze S.

d L:x=OE+r-EF+s-ES; r,selR
Das daraus resultierende Gleichungssystem
| X;=2+r-2s I X, =-3+5r+3s N x3=4+s
liefert: L:5x; —X, +13%x3 =65

e Man berechnet die Koordinaten des Schnittpunkts der Ebene L und der Geraden, die
durch T verlauft und den Richtungsvektor v hat. Der Abstand dieses Schnittpunkts
vom Punkt S ist die Lange des Schattens in Metern.

f Wahlt man fur die beid(iPunkte, di_eim Modell die beiden Enden des zusatzlichen
Balkens darstellen, 1 AE und JeEF, so gilt:

+ | hat die Koordinaten (2]-3]3,5).

+ Jliegt auf der Geraden g: x =OE +t-EF mit teIR, hat also die Koordinaten
(2+t|-3+5t]4).

Fir 0<t<1gilt: | ~ |2+ (51 +052 =215 1=0,4

Damit ergibt sich als Verhdltnis 2:3.

g Mit A'(2|-3]0) und B'(3]2]0) liefert
¢ OP =OA'+2AB’: Pl(%|%|0),
+ OP,=0A'+2-AB": P,(4]7]0).

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 K3 | K4 | K5 K6 I ] 1
a 1 X X X I | | X
b 5 X X I | X
c 3 X X 1 1 1]
d 4 X X 1]
e 4 X X 1 1] 1] X
f 5 X X ] 11 11 X
g 3 X X ] 1] 1] X
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In einem kartesischen Koordinatensystem ist das Viereck ABCD mit A(O 0] 1),
B(2/6|1), C(-4|8|5) und D(-6|2|5) gegeben. Der Schnittpunkt der Diagonalen
des Vierecks wird mit M bezeichnet.

a Begrlnden Sie, dass die Gerade AB parallel zur x,x,-Ebene verlauft.

b Weisen Sie nach, dass das Viereck ABCD ein Rechteck ist. Geben Sie die Koordina-
ten von M an.

¢ Das Rechteck ABCD liegt in einer Ebene E. Ermitteln Sie eine Gleichung von E in
Koordinatenform.
(zur Kontrolle: 3x; —X, +5%3 —5=0)

Solarmodule werden auf einem Tragergestell montiert, das an einem D
vertikal stehenden Metallrohr befestigt ist. Die gesamte Flache der C
Solarmodule wird zu einem bestimmten Zeitpunkt modellhaft durch

das Rechteck ABCD dargestellt. Das Metallrohr lasst sich im Modell

durch eine Strecke beschreiben, der Befestigungspunkt am Tréger-

gestell durch den Punkt M (vgl. Abbildung). Im Koordinatensystem

beschreibt die x;x,-Ebene die Horizontale; eine Langeneinheit ent- B

spricht 0,8 m in der Wirklichkeit.

d Im Sinne eines mdglichst grol3en Energieertrags sollte der Neigungswinkel ¢ der
Modulflache gegeniber der Horizontalen zwischen 30° und 36° liegen. Prifen Sie,
ob diese Bedingung erfillt ist.

e Zum betrachteten Zeitpunkt fallt das Sonnenlicht, das im Modell durch parallele Ge-
raden dargestellt wird, senkrecht auf die Flache der Solarmodule. Diese Flache er-
zeugt auf dem horizontalen Untergrund einen rechteckigen Schatten. Begriinden Sie
unter Verwendung einer geeignet beschrifteten Skizze, dass der Flacheninhalt des

__, |AD
Schattens mithilfe des Terms ‘AB‘-u -(O,8m)2 berechnet werden kann.
c

Um die Solarmodule wahrend eines Tages standig moglichst gut nach der Sonnenein-
strahlung ausrichten zu kénnen, lasst sich das Metallrohr mit dem Tragergestell um die
Langsachse des Rohrs drehen. Die Neigung des Tragergestells bleibt dabei unveran-
dert.

f Betrachtet wird der untere linke Eckpunkt der Modulflache, der im Modell durch den
Punkt A dargestellt wird. Berechnen Sie den Radius des Kreises, auf dem sich die-
ser Eckpunkt bei der Drehung des Metallrohrs bewegt.

g Begriinden Sie ohne zu rechnen, dass der in Teilaufgabe f ermittelte Radius entspre-
chend auch fur den unteren rechten Eckpunkt der Modulflache gilt.

Erwartungshorizont

a Die X3 -Koordinaten der Punkte A und B stimmen Uberein.

b AB=DC, AB-AD=0
M(-2]4]3)

c E:x=0OA+A-AB+u-AC; AuelR

B.Geo.8
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Das daraus resultierende Gleichungssystem

I Xy =2A—4u Il X, =6A+8p I x3=1+4y
liefert 3x; —X, +5X3 -5=0.
d 0 3 B
Mit m=|0 | und n=| -1| ergibt sich: cosp =" d.h. ¢ ~32,3°
1 5 ol

Die Bedingung ist erfullt.
e Da die Gerade AB parallel zur x;x,-Ebene verlauft, ist

‘E‘ die Breite des Rechtecks, das den Schatten im
\AD\

Lange dieses Rechtecks. Durch den Faktor (O,8m)2

‘AD‘ _
die

Modell darstellt. Da cos¢ = gilt, ist

wird der Mal3stab berticksichtigt.

f FulRpunkt des Lots von A auf die Strecke, die das Metallrohr darstellt: L(—2 | 4] 1)
‘LA‘ =25, 2J5-0,8m~3,6m

g A und B haben vom Schnittpunkt der Diagonalen des Rechtecks ABCD den gleichen
Abstand. Die Strecke AB verlauft parallel zur x;x,-Ebene, die Strecke, die das Me-
tallrohr darstellt, senkrecht dazu. Damit haben A und B von der Strecke, die das Me-
tallrohr darstellt, den gleichen Abstand.

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 K2 | K3 | K4 | K5 K6 I ] ]

a 2 X X I | X
b 4 X X I | X
c 4 X X 1] X
d 3 X X X I 1] |
e 5 X X Il 1] 1] X
f 4 X X X 1] | | X
g 3 X ] Il 1] X

B.Geo.9
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Eine Radarstation tUiberwacht die Bewegung eines Flugzeugs. Die Bewegung kann mo-
dellhaft in einem kartesischen Koordinatensystem dargestellt werden, dessen

X;X, -Ebene die Horizontale beschreibt; eine Langeneinheit entspricht einem Kilometer
in der Realitat. Der Standort der Radarstation wird durch den Punkt R(18 |0] —1) be-
schrieben.

Zu Beginn der Beobachtung um 14.00 Uhr wird die Position des Flugzeugs durch den
Punkt A(O|O|O) beschrieben. AnschlieRend bewegt es sich im Modell entlang einer
Geraden durch den Punkt B(8| 4|1), der die Position um 14.02 Uhr darstellt. Ab

14.14 Uhr fliegt das Flugzeug in gleicher Himmelsrichtung horizontal weiter; im Modell
bleibt es dabei in der Ebene, die die Punkte A und B enthalt und zur x;x,-Ebene senk-
recht steht. Im Folgenden soll davon ausgegangen werden, dass das Flugzeug von
14.00 Uhr bis 14.14 Uhr mit konstanter Geschwindigkeit fliegt.

a Berechnen Sie fir die Zeit bis 14.14 Uhr den Steigungswinkel der Flugbahn gegen- 4
Uber der Horizontalen. Geben Sie die Koordinaten des Punkts an, der die Position
des Flugzeugs um 14.10 Uhr darstellt.

b Die Abbildung zeigt schematisch die Flugbahn des Flugzeugs sowie die Horizontale. | 2
Zeichnen Sie die Positionen des Flugzeugs zu den Zeitpunkten 14.02 Uhr und
14.10 Uhr ein.

'  -
¢ Ermitteln Sie fur die Zeit bis 14.14 Uhr die Geschwindigkeit des Flugzeugs in Kilome-| 2
ter pro Stunde.

d Geben Sie eine Gleichung der Strecke an, die die Flugbahn von 14.00 Uhr bis 2
14.14 Uhr beschreibt.

Zu einem bestimmten Zeitpunkt zwischen 14.00 Uhr und 14.14 Uhr ist die Entfernung

des Flugzeugs von der Radarstation am geringsten. Die bis dahin seit Beobachtungs-

beginn vergangene Zeit soll in Minuten bestimmt werden. Daflir werden zwei verschie-
dene Losungsansatze | und Il betrachtet:

18 -8s 8) (18-8s
| d(s)=| -4s |=+81s?—286s+325 o |als| —4s |=0
-1-s 1 —l— S
d'(s)=0
e Erlautern Sie jeden der beiden Losungsansatze. 4

f Setzen Sie einen der beiden Ansatze bis zur Losung fort und bestimmen Sie die ge- | 4
ringste Entfernung des Flugzeugs von der Radarstation.

g Ist das Flugzeug mehr als 70 km von der Radarstation entfernt, so kann es von die- | 7
ser nicht mehr erfasst werden. Die Position, an der das Flugzeug nach 14.14 Uhr
den Erfassungsbereich der Radarstation verlasst, wird im Modell durch einen Punkt
dargestellt. Ermitteln Sie die Koordinaten dieses Punkts.

B.Geo0.10
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Erwartungshorizont

a 0 I
Mit n=| 0 | ergibt sich: sina:g, d. h. a~6,4°
1 4B
Koordinaten des Punkts: (40| 20|5)
b 14.10 Uhr

14.02 Uhr

c %‘HB‘ -60=270, d. h. die Geschwindigkeit des Flugzeugs betragt 270kTm'

d 8
X=s-4|;0<s<7
1

e |: Die Entfernung des Flugzeugs von der Radarstation kann in Abhéngigkeit von der
Zeit im Modell durch eine Funktion d beschrieben werden. Dabei liefert d(s) die Ent-
fernung 2s Minuten nach Beobachtungsbeginn. Die geringste Entfernung lasst sich
mithilfe der Differentialrechnung bestimmen.

II: Ist die Entfernung des Flugzeugs von der Radarstation am geringsten, so stehen
der Richtungsvektor der Geraden, entlang derer sich das Flugzeug im Modell be-
wegt, und der Verbindungsvektor zwischen den beiden Punkten, die das Flugzeug
und die Radarstation im Modell darstellen, zueinander senkrecht. Das Skalarprodukt
der beiden Vektoren ist dann null.

f d(s)=0<1625s-286=0<s= 13—13 , d. h. etwa 3,5 Minuten nach Beobachtungsbe-

ginn ist die Entfernung am geringsten.

d(&) ~ 8,5; d. h. die geringste Entfernung betrégt etwa 8,5 km.

81
g 56 8
x=[28|+u-|4]|, uelR?
7 0
56+8u-18
Fur uelR™ liefert 28 +4u =70 <> 80u® +832u +2292 =4900: U~ 2,5
7+1

Damit: x; =76, X, 38, X3 =7

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 K6 | ] |
la 4 X X I Il | X
b 2 X | | |
c 2 X X | | |
d 2 X X | | |
e 4 X X 1] 1 1] X
f 4 X X Il 1
o] 7 X X 1] Il Il X

B.Geo.11
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Ein geschlossenes Zelt, das auf horizontalem Untergrund steht, hat die Form einer Py-
ramide mit quadratischer Grundflache. Die seitlichen Kanten der Zeltwéande werden
durch vier gleich lange Stangen gebildet. Das Zelt ist 3,90 m hoch, die Seitenléange des
Zeltbodens betragt 5,00 m.

Das Zelt kann in einem kartesischen Koordinatensystem durch eine Pyramide ABCDS
mit der Spitze S modellhaft dargestellt werden. Der Punkt A liegt im Koordinatenur-
sprung, B auf dem positiven Teil der x-Achse und D auf dem positiven Teil der
y-Achse. Der Punkt C hat die Koordinaten (5]5]0), der Mittelpunkt der Grundfléache
wird mit M bezeichnet. Das Dreieck ABS liegt in der Ebene E: -39y +25z =0. Eine
Langeneinheit im Koordinatensystem entspricht einem Meter in der Realitat.

a Geben Sie die Koordinaten der Punkte B, D, M und S an und zeich- z
nen Sie die Pyramide in ein Koordinatensystem gemaf Abbildung 1
ein. x  Yabb.1

b Jeweils zwei benachbarte Zeltwéande schlie3en im Inneren des Zelts einen stumpfen
Winkel ein. Ermitteln Sie dessen Grol3e.

c Im Zelt ist eine Lichtquelle so aufgehangt, dass sie von jeder der vier Wande einen
Abstand von 80 cm hat. Ermitteln Sie die Koordinaten des Punkts, der die Lichtquelle
im Modell darstellt.

d Der Ortsvektor eines Punkts P lasst sich in der Form OP=r-OC+s-OS mit
rse [0;1] und r +s =1 darstellen. Weisen Sie nach, dass P auf der Strecke CS liegt.

Betrachtet wird die Zeltwand, die im
Modell durch das Dreieck CDS dar-
gestellt wird. Ein Teil dieser Zelt-
wand kann mithilfe zweier weiterer
Stangen zu einem horizontalen Vor-
dach aufgespannt werden (vgl. Ab-
bildung 2).

Die dadurch entstehende Offnung in Abb. 2
der Zeltwand kann im Modell durch

ein Rechteck dargestellt werden. Eine Seite dieses Rechtecks liegt so auf der Stre-

cke CD, dass der eine Endpunkt dieser Seite von C ebenso weit entfernt ist wie der
andere Endpunkt von D.

1,80 m

1,40 m

e Weisen Sie nach, dass die Lange des Vordachs etwa 2,14 m betragt.

Alle Punkte derjenigen Kante des Vordachs, an deren Enden die beiden Stangen be-
festigt sind, haben im Modell die gleiche y-Koordinate. Bestimmen Sie diese y-Koor-
dinate.

(zur Kontrolle: Die y-Koordinate betragt etwa 5,98.)

f Auf das Zelt treffendes Sonnenlicht lasst sich im Modell zu einem bestimmten Zeit-
0,5

punkt durch parallele Geraden mit einem Richtungsvektor | —4,2 | beschreiben. Zu
a

diesem Zeitpunkt trifft Sonnenlicht durch ein kleines Loch im horizontalen Vordach
genau auf den Mittelpunkt des Zeltbodens.

B.Geo.12
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Fur a kommen verschiedene ganzzahlige Werte infrage. Ermitteln Sie einen dieser
Werte und geben Sie die Koordinaten des zugehorigen Punkts an, der im Modell
eine mogliche Position des Lochs im Vordach darstellt.

Erwartungshorizont

1a

e

B(5/0]0),
D(O |5] 0),
M(2,5]2,5]0),
S(2,5 [2,5] 3,9)
-39
Ein Normalenvektor der Ebene, in der das Dreieck ADS liegt, ist n=l 0
25
0
Mit m =| -39 | ergibt sich: cos@ = d.h. 9~73,1°
25 \m\ \ |
Die GroRRe des Winkels betragt etwa 180° - 73,1°=106,9°.
Koordinaten des Punkts: (2,5 |2,5] zL)
Fir z, <3,9 liefert -39:25+25 - =0,8:27 =24
| V30?252 |
@=(1—s)«FC+s'FS=?C+s-(@—(TC)=(Y:+S~C§
Da s e[0;1], liegt P auf der Strecke CS.
Die horizontale Entfernung von oberer und unterer Kante der Offnung in der Zelt-

wand betragt -2,5m.

2
Damit ergibt sich fur die Lange des Vordachs: \/], 80% + (% . 2,5) ~ 214

2
y-Koordinate: 5- %2 25+\/l802+(%-2,5) ~5,98

Bezeichnet man die Koordinaten des gesuchten Punkts mit X, yp und zp, so
muss gelten:

*

Xp €[1,8;3,2]

*

. _ 18 ~ ~
yp e[bic], b=5-28.25~3,85, c~598

2,5 05) (Xp
o |25]+t]-42|=|yp |, telR
0 a 18

Probieren liefert fir a=-3: xp =2,2, yp =5,02
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Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 | Il ]

a 5 X I | | X
b 4 X X 1] I 1]
c 4 X X X 1] 1l 1] X
d 3 X ] 1l 1l X
e 4 X X 1] 1] 1] X
f 5 X X Il 1l 1l X
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Die Punkte A(4|0]0), B(4]4]0), Ax}
C(0]4]0) und F(4]4|3) sind Eckpunkte h
des abgebildeten Quaders. Die Gerade h
verlauft durch B und F. -t
T El | [ X5
o.. % -o".- C ™
:./ --‘,- -
:-'/ ettt B
A B
X1

a Begriinden Sie, dass das Dreieck ABC rechtwinklig und gleichschenklig ist. Geben 3
Sie den Flacheninhalt dieses Dreiecks an.

b Geben Sie eine Gleichung der Gerade an, die durch A und C verlauft. Begrinden 3
Sie, dass diese Gerade windschief zur Gerade h ist.

Die Punkte der Gerade h lassen sich durch P, (4 | 4] t) mit t IR darstellen. Fir jeden
Wert von t liegen A, C und P, in der Ebene E;:t-X; +t-X, —4-X3 -4t=0.

c Ermitteln Sie diejenigen Werte von t, fir die die zugehorige Ebene E; mit der 4
X;X, -Ebene einen Winkel der Grol3e 60° einschlief3t.

Der abgebildete Quader wird durch eine der Ebenen E; in zwei Teilkdrper zerlegt. Die
Seiten der Schnittfigur dieser Ebene und des Quaders sind in der Abbildung gepunktet
dargestellt.

d Beschreiben Sie, wie man mithilfe der Abbildung ermitteln kann, dass t =6 ist. 3

e Berechnen Sie das Volumen desjenigen der beiden Teilkdrper, zu dem der PunktB | 5
gehort, und erlautern Sie lhr Vorgehen.

f Es gibt Werte von t, fur die die Schnittfigur des Quaders und der Ebene E; die Form | 4
eines Dreiecks hat. Geben Sie alle diese Werte von t an und beschreiben Sie in Ab-
hangigkeit von t die Lage der Eckpunkte des Dreiecks.

g Die folgende Aussage stellt die Losung einer Aufgabe im Zusammenhang mit den 3
bisher betrachteten geometrischen Objekten dar:

t‘4+t-4—4'0_4t|:2<:>t:—2\/§vt=2\/§
JZii1e |

Formulieren Sie eine dazu passende Aufgabenstellung.

Erwartungshorizont

a Den Koordinaten der gegebenen Punkte ist zu entnehmen, dass das Viereck OABC
ein Quadrat ist. Damit ist das Dreieck ABC rechtwinklig und gleichschenklig.

Flacheninhalt: 8
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b 4 -1
X=/0|+u:| 1], uelR
0 0

Die Gerade h schneidet die x;x,-Ebene im Punkt B. Die Gerade durch A und C liegt
in der x,x,-Ebene und verlauft nicht durch B.

c t 0
t -0
-4 1 4
Cos(60°) =2 1o 2 116=64c t=—\24vi=124
J2+t2+16 % 2t2+16

d Verlangert man eine passende Seite der Schnittfigur so, dass die Verlangerung die
Gerade h schneidet, so stimmt die X3 -Koordinate des Schnittpunkts mit dem Wert
von t Uberein.

e Volumen der Pyramide ABCPg: 1.2.4.4.6=16

Volumen der Pyramide, die den betrachteten Teilkdrper zur Pyramide ABCPg er-
ganzt: £-2.2.2-3=2

Volumen des betrachteten Teilkorpers: 16 —2 =14
f te[-33]\{0}

Zwei der Eckpunkte sind stets die Punkte A und C. Fir 0 <t <3 liegt der dritte Eck-
punkt auf der Seitenkante BF des Quaders, fir -3 <t <0 auf der gegenuberliegen-
den Seitenkante.

g Bestimmen Sie diejenigen Werte von t, fur die B und E; den Abstand 2 voneinander
haben.

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 K2 | K3 | K4 | K5 K6 | 1 1

a 3 X X I | |
b 3 X I | | X
c 4 X X X 1] 1] X
d 3 X 1 1] Il X
e 5 X X 1 1] | X
f 4 X Il Il Il X
g 3 X X X ] Il 1] X
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Die Abbildung zeigt modellhaft wesentliche Elemente einer Kletteranlage: zwei horizon-
tale Plattformen, die jeweils um einen vertikal stehenden Pfahl gebaut sind, sowie eine
Kletterwand, die an einer der beiden Plattformen angebracht ist.

|

%3
6
Pfahl 1
Pfahl 2
4
T ;
. __Plattform 2
Plattform 1 _ g
i a.. | e i R

X1

Im verwendeten kartesischen Koordinatensystem beschreibt die x;x,-Ebene den hori-
zontalen Untergrund; eine Langeneinheit entspricht 1 m in der Wirklichkeit. Die Punkte,
in denen die Pfahle aus dem Untergrund austreten, werden durch Pl(O [O] O) und
P,(5/10]0) dargestellt. AuRerdem sind die Koordinaten der Eckpunkte A(3|0]2),
B(0]3]2), E(6]0]0), F(0]6|0), R(5|7]3), S(8]13|3) und T(2]|10|3) gegeben.
Die Materialstarke aller Bauteile der Anlage soll vernachlassigt werden.

a In den Mittelpunkten der oberen und unteren Kante der Kletterwand sind die Enden 3
eines Seils befestigt, das 20 % langer ist als der Abstand der genannten Mittel-
punkte. Berechnen Sie die Lange des Seils.

Die Punkte A, B, E und F liegen in der Ebene L:2x; +2X, +3X3 -12=0.

b Zeigen Sie, dass die Kletterwand die Form eines Trapezes hat. 2

c Bestimmen Sie die Gro3e des Winkels, den die Kletterwand mit dem Untergrund ein-| 3
schlief3t.

d Auf die Anlage treffendes Sonnenlicht kann im Modell durch parallele Geraden be- 6
schrieben werden. Die Eckpunkte der Plattform 2 werden durch R, S und T darge-
stellt, die zugehorigen Eckpunkte des Schattens dieser Plattform durch R’(4 2] 0),
S’ bzw. T'(1|5]0). Zeigen Sie rechnerisch, dass T’ auf der Strecke EF liegt. Be-
rechnen Sie die Koordinaten von S’ und stellen Sie den Schatten der Plattform 2 in
der obigen Abbildung grafisch dar.

Uber ein Kletternetz kann man von einer Plattform zur anderen gelangen. Die vier Eck-
punkte des Netzes sind an den beiden Pfahlen befestigt; einer der beiden unteren Eck-
punkte am Pfahl 1 auf der Hohe der zugehdrigen Plattform, der andere untere Eck-
punkt oberhalb der Plattform 2. An jedem Pfahl betragt der Abstand der beiden dort be-
festigten Eckpunkte des Netzes 1,80 m. Das Netz ist so gespannt, dass davon ausge-
gangen werden kann, dass es die Form eines ebenen Vierecks hat.

e Berechnen Sie den Flacheninhalt des Netzes. 3
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f Die untere Netzkante beriihrt die Plattform 2 an der Seite, die durch RT dargestellt 8

wird. Betrachtet wird der untere Eckpunkt des Netzes, der oberhalb der Plattform 2
befestigt ist. Berechnen Sie den Abstand dieses Eckpunkts von der Plattform 2.

Erwartungshorizont

a Die Mittelpunkte von AB und EF sind M;(15]15]2) bzw. M, (3]3]0).
12-|MM,| ~12-y152+152 +4 ~3,5, d. h. das Seil ist etwa 3,5m lang.

b ) -3
EF=| 6 |=2-| 3 |=2-AB
0 0
C 2 0 -
Mit m=|2| und n=| 0| ergibt sich: cosazgzi,d. h. a~43°
3 1 m-p| 27
d -5 -1
ET'=| 5 |=5-| 1 |=5.-TF Pfahl 2
0 0 ttorm 1 Plattform 2
8 -1 7
$+W= 13|+|-5|=|8
3 -3 0
s'(718]0)

¢ 10.pp]-o15

Das Netz hat einen Flacheninhalt von etwa 20m?.

f Bezeichnet man den Punkt, der den betrachteten Eckpunkt darstellt, mit U und des-
sen z-Koordinate mit z;;, so hat die Gleichung der Gerade durch (0]0]2) und U die

0 5
Form x=|0 |[+A-| 10 | mit AcIR.
2 zy -2
5 -3
Gerade durchRund T: x=|7 |+u-| 3 |, uelR
3 0
0 5 5 -3
Aus |0 |+A-| 10 |=|7|+u-| 3 |resultiert das folgende Gleichungssystem:
2 z,-2 3 0
| 5A=5-3p I 10A=7+3u N 2+(zy—-2)-A=3

Aus | und Il ergibt sich A=0,8 und damit z; = 3,25, d. h. der Abstand betréagt 25c

m.
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Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 | ] 1

a 3 X X X I | |
b 2 X X I | X
c 3 X X X | I 1] X
d 6 X X Il | 1] X
e 3 X X X I | 1l X
f 8 X X X 1l 1] 1] X
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Die beiden quadratischen Spielhalften eines Beachvolleyballfelds sind jeweils 8 m lang
und breit. Sie werden durch ein Netz voneinander getrennt, dessen obere Kante 2,4 m
Uber dem horizontalen Sandboden verlauft. Das Netz ist an zwei vertikal stehenden
Pfosten befestigt, die 10 m voneinander entfernt sind. Die beiden Pfosten haben den
gleichen Abstand von den seitlichen Begrenzungslinien des Spielfelds.

Fur ein Computerspiel werden das Spielfeld, das Netz und eine Tribiine vereinfacht,
aber mafstabsgetreu in einem kartesischen Koordinatensystem dargestellt (vgl. Abbil-
dung). Eine Langeneinheit im Koordinatensystem entspricht 1 m in der Realitat; die
X;X, -Ebene beschreibt den Sandboden.

|

c

Die Punkte A, B, C und D sind die Eckpunkte des Spielfelds. Die beiden Strecken, die
die Pfosten abbilden, enden in den Punkten E und F(—l| 8| 2,4) an der Oberkante des
Netzes. Die Triblne wird durch ein Viereck dargestellt, dessen Eckpunkte G(—4 |0] 0) ,
H(-4]16]0), 1(-10|20]4) und J(-10|-4]|4) in der Ebene L:2x, +3x; =-8 liegen.

a Zeigen Sie, dass die Tribline die Form eines Trapezes hat, in dem zwei gegeniiber- | 3
liegende Seiten gleich lang sind.

b In der Realitat nimmt man an, dass pro Person 0,5m? der Tribline eingenommen 5
werden. Ermitteln Sie die Anzahl der Zuschauer, die im Computerspiel dargestellt
werden muissen, um eine voll besetzte Tribline zu zeigen.

¢ Berechnen Sie den Abstand des Punkts F von der Ebene L. 3

d Begriinden Sie anhand einer geeigneten Zeichnung, dass kein Punkt des Vierecks, 4
das die Tribiine darstellt, vom Punkt F den gleichen Abstand wie die Ebene L hat.

Im Folgenden wird der Ball im Modell vereinfachend als punktférmig angenommen.

e Nach einem Angriffsschlag bewegt sich der Ball vom Punkt (2 | 7,5] 3) aus geradli- 4
0
nig in Richtung des Vektors | 4 |. Untersuchen Sie rechnerisch, ob der Ball das
-3

Netz berihrt.

Ein Aufschlag wird hinter der parallel zum Netz verlaufenden Begrenzungslinie der von
der Tribine aus gesehen rechten Spielfeldhélfte ausgefiihrt. AnschlieRend kann die
Bahn des Balls mithilfe der Punkte X, (3 |12t —1| -5t* + 4t + 2,8) beschrieben werden;
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dabei ist t die seit dem Schlag vergangene Zeit in Sekunden. Auf dieser Bahn Uber-
fliegt der Ball das Netz.

f Begriinden Sie, dass sich der Ball in einer Ebene bewegt, und geben Sie eine Glei- 2
chung dieser Ebene an.

g Untersuchen Sie, ob der Ball innerhalb des Spielfelds auf dem Boden auftrifft, wenn | 4
er nach dem Aufschlag von keinem Spieler berthrt wird.

Erwartungshorizont

a 0 0 -6 -6
GH=|16 | und 1J=| —24 | sind kollinear und es gilt ‘al‘ =||-4|=| 4 =H‘.
0 0 4

b Mittelpunkte der Seiten GH und 1J sind M(-4|8]0) bzw. N(-10|8][4).
1-(|oH|+ ‘Ij‘) MN| ~ 144 , 44 - 288

' 05
[2(-)+3-2.4+8

C == ~37

d _-| Der Fu3punkt des Lots von F auf L liegt auRRer-
- - halb des Vierecks, das die Tribline darstellt. Da-

'\\ Tribline mit sind die Abstande aller Punkte dieses Vier-
ik . ecks vom Punkt F gréRer als der Abstand der
‘10’ Ebene L vom Punkt F.

L ,’,

e Der Ball bewegt sich vom Abschlagpunkt bis zur Ebene, in der sich das Netz befin-
det, 0,5 in x, -Richtung und %5-3 =0,375 in negative X5 -Richtung.

3-0,375=2,625> 2,4, d. h. der Ball beriihrt das Netz nicht.
f Alle Punkte X; haben die gleiche x;-Koordinate.

Gleichung der Ebene: x; =3

9 Fir t>0 liefert -5t* + 4t+2,8=0: t:@zl%

Fiir den Punkt X; mit der X5 -Koordinate 0 gilt X, ~12-1,25-1=14. Der Ball trifft
also innerhalb des Spielfelds auf dem Boden auf.

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 K2 | K3 | K4 | K5 K6 I ] ]

a 3 X X I | | X
b 5 X X 1] Il | X
c 3 X X 1]
d 4 X X 1 Il 1] X
e 4 X X 1] Il | X
f 2 X I | X
g 4 X X 1] 1 1] X
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2018 - CAS 1

Das Gebéaude eines Museums kann modellhaft durch den
abgebildeten Korper ABCDEFG dargestellt werden. Die
obere Etage des Museums entspricht dabei der Pyramide
DEFG, die untere Etage dem Korper ABCDEF, der Teil der
Pyramide DEFS ist. Die Ebene, in der das Dreieck ABC
liegt, beschreibt die Horizontale. Das Dreieck DEF liegt pa-
rallel zu dieser Ebene.

In einem kartesischen Koordinatensystem gilt fur die Lage
einiger der genannten Punkte: A(-5|5]0), B(-5|25]0),
D(0]0|15), E(0]30|15), F(-25|5]15) und

G(-10]10]35). Eine Langeneinheit im Koordinatensystem Ly
entspricht 1 m in der Realitat. S

a Die folgenden Rechnungen zeigen ein mogliches Vorgehen zur Ermittlung der Koor- | 4

dinaten von S;:
0 -5 0 -5
O (+r] 5 |=130|+s| 5 |<=r=s=3
15 -15 15 -15

0 5 (-15
0 |+3:] 5 |=| 15 |, d. h. S(-15|15]|-30)
15 -15) |-30

Erlautern Sie das dargestellte Vorgehen.
b Weisen Sie nach, dass die Bodenflache der oberen Etage nicht rechtwinklig ist. 3

¢ Berechnen Sie fir das Dreie_ck DEF die GrofRe des Innenwinkels bei E sowie die 4
Lange der Hohe zur Seite EF.

d Fir die obere Etage wird eine Anlage zur Entfeuchtung der Luft installiert, die fur 4
100m® Rauminhalt eine elektrische Leistung von 0,8 Kilowatt benétigt. Weisen Sie
nach, dass fiir den Betrieb der Anlage eine Leistung von 25 Kilowatt ausreichend ist.

e Weisen Sie nach, dass sich die Gerade AG und die Ebene, in der das Dreieck DEF 3
liegt, im Punkt R(-%|%]15) schneiden.

f An einer Metallstange, die durch die Strecke RG dargestellt wird, ist ein Scheinwer- | 7
fer befestigt, dessen Grol3e vernachlassigt werden soll. Der Scheinwerfer beleuchtet
aus einer Entfernung von 5 m diejenige Wand, die im Modell durch das Dreieck EFG
dargestellt wird. Berechnen Sie die Koordinaten des Punkts, der die Position des
Scheinwerfers im Modell beschreibt.

Erwartungshorizont

a 0 -5
Alle Punkte der Gerade AD lassen sich durch {0 ]+r-[ 5 J mit r IR darstellen,
15 -15

0 -5
alle Punkte der Gerade BE durch [30] + s-{ -5 J mit s IR . Der erste Schritt des
15 -15
Vorgehens liefert die Werte von r und s, die zum Schnittpunkt S der beiden Geraden
gehoren. Im zweiten Schritt werden die Koordinaten von S als Punkt der Gerade AD
ermittelt.
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b DE-DF=0, DE-EF#0, DF-EF 0
¢ COS€=—@O§:
ED}-[EF

Lange der Hohe: h- ‘ﬁz‘ = ‘EYE ° ﬁz‘ < h=15/2

,d. h. £=45°

d Im Dreieck DEF hat die Hohe von F auf die Seite DE die Lange 25.
Volumen der Pyramide DEFG: %g-‘ﬁz‘ -25-(35-15)=2500

25-0,8kW =20kW, d. h. die Leistung ist ausreichend.
e R hatwie D, E und F die x5 -Koordinate 15.

. (-5 -5
Gleichung der Gerade AG: x=[ 5 J+t-[ 5 ] telR
0 35

Die Koordinaten von R erfullen diese Gleichung fur t= %
f Dasaus x=OE+u-EF+Vv-EG mit u,v eIR resultierende Gleichungssystem
I X; =-25u-10v Il x5 =30-25u-20v [l X3 =15+20v
liefert fur die Ebene, in der das Dreieck EFG liegt: 2X;—2X, —X3+75=0

2-(—5—5t)—2-(5+5t)—35t+75|_5

For t<1 qilt: 3 | St=7

Koordinaten des gesuchten Punkts: x, =-2, x, =2, x, =2

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 K3 | K4 | K5 K6 | 1 ]
a 4 X Il Il 1] X
b 3 X X X I | | X
c 4 X X I 1] X
d 4 X X Il 1] | X
e 3 X | X
f 7 X X X ] 1] Il X
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2018 —CAS 2

Die Abbildung zeigt — nicht maf3stabsgetreu — ein Modell eines
Obelisken. Im verwendeten kartesischen Koordinatensystem

beschreibt die xy-Ebene den ebenen Untergrund, auf dem der
Obelisk steht; eine Langeneinheit entspricht einem Meter in _ G
der Wirklichkeit. ETT

Der untere Teilkorper ABCDEFGH mit B(0,45]0,45|0) ist ein 1
Stumpf einer geraden Pyramide. Der Mittelpunkt des Quadrats 1
ABCD ist der Koordinatenursprung. Das Quadrat EFGH ist pa-
rallel zur xy-Ebene.

Der obere Teilkérper EFGHS mit E(0,35(|-0,35]7,16) ist eine
gerade Pyramide. Der Punkt S liegt auf der z-Achse und stellt 1
die Spitze des Obelisken dar. h

a Ermitteln Sie die Koordinaten des Schnittpunkts der Gerade 1 3
AE mit der z-Achse. L]

(zur Kontrolle: z-Koordinate des Schnittpunkts: 32,22) Iy

b Berechnen Sie die GréRe der Neigungswinkel der Seiten- —]. s ﬁ&‘ 2
kanten des unteren Teilkdrpers gegeniiber dem Untergrund. V B

¢ Bestimmen Sie den Flacheninhalt einer der Seitenflachen X 4
des unteren Teilkdrpers.

d Der untere Teilkérper des Obelisken besteht aus Granit. Ein Kubikme- 5
ter des verwendeten Materials hat eine Masse von 2,6 Tonnen. Be-
stimmen Sie die Masse des unteren Teilkorpers.

e Entscheiden Sie fur jede der folgenden Gleichungen I bis 1V, ob sie eine Symmetrie- | 4
ebene des Obelisken beschreibt. Begriinden Sie fiir eine der Gleichungen, dass Sie
keine solche Ebene darstellt.

| x=0,45 IIy=0 N x-y=0 IV x-z=0
Auf den Obelisken treffendes Sonnenlicht kann im Modell durch parallele Geraden mit
1

dem Richtungsvektor v=| 1 | dargestellt werden.
-2

f Begriinden Sie, dass der Schatten der Spitze des Obelisken nur dann auf dem Un- 2
tergrund liegt, wenn der obere Teilkorper des Obelisken ausreichend hoch ist.

g Der Abstand des auf dem Untergrund liegenden Schattens der Spitze des Obelisken | 5
von dem Punkt, der im Modell durch B dargestellt wird, betragt 5,1 Meter. Ermitteln
Sie die Hohe des Obelisken.

Erwartungshorizont

a 0,45 -0,1
Gerade durch Aund E: x=|-0,45 |+r-| 0,1 |, relR
0 7,16
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Die x- und y-Koordinate des Schnittpunkts sind jeweils 0. FUr diesen Punkt gilt also
r=45,d. h. z=45-716=32,22.

b Es gilt: tana:oszi, d. h. a~89°

45.2
(o -0,1
%(‘?B‘ +‘ﬁ:‘) 0 |[~5,7,d.h. der Flacheninhalt betragt etwa 5,7m?.
7,16
d

(% : ‘Ef -32,22-1. E:f (32,22 - 7,61)) 2,6t ~12t

e Die Gleichungen Il und lll beschreiben Symmetrieebenen, die Gleichungen | und IV
nicht.
Die Gleichung x =0,45 stellt keine Symmetrieebene dar, da das Modell des Obelis-
ken keine Punkte enthalt, deren x-Koordinate gréRer als 0,45 ist.

f Der Schatten der Spitze des Obelisken liegt nur dann auf dem Untergrund, wenn der

Winkel zwischen der durch FS dargestellten Seitenkante gegentiber dem Unter-
grund gréRer ist als der Winkel, unter dem das Sonnenlicht auf den Untergrund trifft.

g 0 1
Gerade durch S mit dem Richtungsvektor v: g:x=| 0 |+t:| 1 |, telR
Zg -2

zg —2t=0 < t =" liefert als Schnittpunkt von g mit der xy-Ebene: S'(%S || 0)

Fiar zg >0 liefert ‘?S‘ =51: zg = 8,1, d. h. die H6he des Obelisken betréagt etwa
8,1m.

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 K2 | K3 | K4 | K5 K6 | ] 1
a 3 X |
b 2 X X I |
c 4 X X 1] I |
d 5 X X | Il 1]
e 4 X 1 Il Il
f 2 X ] | Il X
g 5 X X X Il Il 1] X
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2019 -WTR 1
Die Abbildung zeigt den Wiirfel o
. 6-p 3
ABCDEFGH mit A(0]0]0) und -
G(5]5]5) in einem kartesischen Koor- . Y
dinatensystem. Die Ebene T schneidet “t G
die Kanten des Wirfels unter anderem ™
in den Punkten 1(5]0]1), J(2]5]0), %1
K(0]5]2) und L(1]0]5). 5 2
4 A Z 4 3
‘ﬁ'/B b\“
X
X, ¢ 2
a Zeichnen Sie das Viereck IJKL in die Abbildung ein. 2

b Zeigen Sie, dass das Viereck IJKL ein Trapez ist, in dem zwei gegeniberliegende| 3
Seiten gleich lang sind.

¢ Ermitteln Sie eine Gleichung der Ebene T in Koordinatenform. 4
(zur Kontrolle: T :5x; +4x, +5x3 —30=0)

d Spiegelt man T an der Ebene mit der Gleichung x; =2,5, so erhalt man die Ebene 6
T'. Zeigen Sie, dass T’ durch die Gleichung —5X; + 4X, +5x3 —5=0 beschrieben
wird. Berechnen Sie die GroRe des Winkels, unter dem sich T und T’ schneiden.

e Die Spitze einer Pyramide mit der Grundflache IJKL liegt auf der Strecke FG. Unter- | 4
suchen Sie, ob die H6he dieser Pyramide 2 sein kann.

2,5 0
Betrachtet wird die Schar der Geraden g, :x=| 0 |+r-|—10a | mit acIR* und r eIR.
3,5 2

a

f Begriinden Sie, dass keine Gerade der Schar in der Ebene mit der Gleichung X3 =3,5| 2
liegt.

g Untersuchen Sie, ob die Schnittgerade von T und T’ zur betrachteten Schar gehoért. | 4

Erwartungshorizont

¢ 2

X1 C X
b 4 2
IL=| 0 | und JK =| 0O | sind kollinear. Zudem gilt ‘ﬁ‘ =432 +52 +12 =‘ﬁ‘
4 2
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c 5 -3 -2
T:X=Al+r-1J+s-JK=|0[+r-| 5 |+s-| O | mitr,seIR liefert das Gleichungs-
1 -1 2
system:
| X, =5-3r-2s Il X5, =5r I X3 =1-r+2s

ibt si =1 i =1 Ly -1
Aus Il ergibt sich r =X, und damitaus Ill s=5X3 +55X, —5-

Mit I ergibt sich: x; =5—-3x, —x3 =1, +1 5% +4x, +5%3 -30=0

d Spiegelt man I, J und K an der Ebene mit der Gleichung x; =2,5, so erhalt man die
Punkte I'(0]0]1), J(3]5]0) und K'(5|5|2). Es gilt -5-0+4-0+5-1-5=0,
-5.3+4-5+5-0-5=0 und 5-5+4-5+5-2-5=0.

5 -5

CosQ =

_ 8 5 . o
=33 liefert @ ~76°.

g h~h Gl b
|
(&)

e Koordinaten der Spitze S: (5]t]5), te[0;5]

Abstand von S zu T; 25+4t+55-30 _ 4t+20
J66 J66

“;\/6_260 =2 liefert t~-0,9, d. h. die Héhe der Pyramide kann nicht 2 sein.

f Eine Gerade liegt genau dann in der Ebene mit der Gleichung x5 = 3,5, wenn fir
alle Punkte dieser Gerade x5 = 3,5 gilt. Wegen %7& 0 ist dies fur keine Gerade der
Schar der Fall.

g Die Koordinaten des Punkts (2,5 [0] 3,5) erfilllen die Gleichungenvon T und T'.

0 5
Fir acIR" gilt: | -10a |°| 4 |=0 < —40a+L2=0=a=3
Z 5
a
0 -5
-5 |o| 4 |=0, d. h. die Schnittgerade gehort zur Schar.
4 5
Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 | ] ]
a 2 X |
b 3 X X X |
c 4 X X 1] | X
d 6 X X X 1 Il 1] X
e 4 X X X 1 ] Il X
f 2 X X 1 Il | X
g 4 X X ] Il 1] X
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2019 -WTR 2

Die Abbildung 1 stellt einen bearbeiteten Edelstein dar. Im verwendeten kartesischen
Koordinatensystem, in dem eine Langeneinheit einem Millimeter in der Wirklichkeit ent-
spricht, sind die Quadrate ABCD und EFGH mit A(4]4|-1) und E(2|2|0) parallel
zur xy-Ebene. Die Mittelpunkte der beiden Quadrate sowie der Punkt S(0]0|-5) lie-
gen auf der z-Achse.

Die Abbildung 2 stellt den Edelstein nach einem zusatzlichen Bearbeitungsschritt dar,
bei dem ein pyramidenférmiges Stiick abgeschliffen wurde. Das Viereck EIJK mit
1(4]2]-1) und K(2]4]-1) ist ein Drachenviereck und liegt in der Ebene W.

4 1
1 a Die Gerade u:x=| 4 |+r-|1| mit r eIR verlauft durch A. Zeigen Sie, dass u auch| 1
-1 1
durch S verlauft.
b Ermitteln Sie eine Gleichung der Ebene W in Koordinatenform. 4
(zur Kontrolle: W : x+y +2z-4=0)
¢ Berechnen Sie die Koordinaten von J. 3

(zur Kontrolle: J(3,5|3,5|-1,5))

d Berechnen Sie das Volumen des Teils des Edelsteins, der durch den zusétzlichen | 6
Bearbeitungsschritt verloren ging.

e In weiteren Bearbeitungsschritten werden auch an den Eckpunkten des Edel- 3
steins, die durch B, C und D dargestellt sind, pyramidenférmige Stlicke gleicher
Form und GrofR3e abgeschliffen. AnschlieRend ist der Edelstein symmetrisch be-
zuglich der Achse, die im Modell durch die z-Achse beschrieben wird. Beurteilen
Sie, ob die folgende Aussage richtig ist:

Eine der drei Flachen, die durch die weiteren Bearbeitungsschritte
entstanden sind, liegt im Modell in der Ebene mit der Gleichung

-2 1 1
X=|-2|+r-|-1|+s-|1| mitr,selR.
0 0 1
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2 Ein Laserstrahl, der auf den Edelstein trifft, kann
im Modell mithilfe einer Gerade beschrieben
wer-

0
den, seine Richtung durch den VektorLM =| -1

—t
mit t >0 . Der Auftreffpunkt wird durch
M(0|0|0) dargestellt.

Beim Ubergang in den Edelstein andert der La-
serstrahl seine Richtung. Die Abbildung 3 zeigt
in der yz-Ebene schematisch den Verlauf des
Strahls. Es gilt sina=2sinp.

a Bestimmen Sie fir a=45° ohne zu rechnen den zugehdrigen Wert von t.

b Zeigen Sie, dass sina =

1 it
\/1+t2

—

Laser
strahl

y

B

Laser-
strahl

M Edelstein

Abb. 3

¢ Ermitteln Sie einen Vektor, der die Richtung des Laserstrahls im Edelstein in Ab- 4

hangigkeit von t beschreibt. Veranschaulichen Sie Ihr Vorgehen in der Abbil-

dung 3.

Erwartungshorizont

la(4 1 0
4|-a.l1]=| 0
-1 1 -5
b 2 0 1
El=| 0 |, EK=| 2 |und n-EK =n-EI=0 liefern n=| 1 | als Normalenvektor
-1 -1 2

von W. Damit hat die Gleichung von W die Form x+y+2z+d=0. Mit Ee W

ergibt sich d=-4.

C A+r+44r+2-(-14+r)-4=04r=2or=-3

4 1) (35
4|-1.11|=| 35 | d.h. J(3,5|35|-15)
-1 1) (-15

d

-2 15

Flacheninhalt des Drachenvierecks EIJK: %‘RHQ‘ :%- 2 |-l 15 :%«/5

0 -15

Abstand von A zu W: [4+4-2-4 -2
J6 6

; . 1.3 2 _
Volumen der Pyramide EIJKA: g'E\/g~ﬁ =1
Damit geht 1mm? des Edelsteins verloren.
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e Die Aussage ist richtig.
-2
Begrundung: | -2 | ist der Ortsvektor des Punkts G. Die Ebene, in der das zuge-
0

hdrige Drachenviereck liegt, steht aufgrund der Symmetrie des Koérpers senkrecht
-1 -1 1 -1) (1
zum Vektor | -1 |. Dieser steht wegen | -1 |o| -1|=| -1|o| 1|=0 senkrecht zu
2 2 0 2 1
den in der Gleichung auftretenden Richtungsvektoren.
2 a Fur a=45¢° ist das rechtwinklige Dreieck MLN gleichschenklig. Damit gilt t=1.

b sinq:é: 1

ML J1+t2

N

c z Laser- 0
Ny 1 strahl .
tla ~ L Lut Der gesuchte Vektor hat die Form | -1
y _
M Edelstein -MQ
B : 1
Laser- Es gilt: sinp=2sina=
strahl 2.1+ t2
_ 2
PF——1Q Damit: MQz\/(Z-\/lﬂz) -1

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 K2 | K3 | K4 | K5 K6 | 1 |
la 1 X X | X
4 X X X | 1] X
c 3 X X | 1] Il X
d 6 X X X 1] 1] X
e 3 X X X 1 1l 1] X
2a 2 X X I | |
2 X | |
c 4 X X X 1l 1] 1] X
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2019 -WTR 3

Die Abbildung zeigt modellhaft ein zylinderfor-
miges Silo, dessen Schatten teilweise auf eine
Scheune fallt. Das Silo ist 9,6 m hoch und hat
einen Durchmesser von 4 m. Die beiden Ge-
baude stehen senkrecht auf einem horizonta-
len Untergrund, der im dargestellten kartesi-
schen Koordinatensystem durch die xy-Ebene
beschrieben wird. Eine Langeneinheit im Koor-
dinatensystem entspricht 1 m in der Realitat.

Die Dachflache der Scheune wird durch das Viereck mit den Eckpunkten A(2|6]3),
B(-2]6]6), C(-2|-6|6) und D(2|-6|3) dargestellt.

a Zeigen Sie, dass das Viereck ABCD ein Rechteck ist.
b Das Viereck ABCD liegt in der Ebene E. Ermitteln Sie eine Gleichung von E in Koor-

dinatenform.
(zur Kontrolle: E: 3x+4z=18)

¢ Bestimmen Sie die Grol3e des Winkels, unter dem die Dachflache der Scheune ge-
genlber der Horizontalen geneigt ist.

d Berechnen Sie das Volumen des Silos.

Das Sonnenlicht, das zu einem bestimmten Zeitpunkt auf die beiden Gebaude trifft, kann
-4

durch parallele Geraden mit dem Richtungsvektor | 3 | beschrieben werden. Der
-3

Raumbereich zwischen Silo und Scheune, der vom Sonnenlicht nicht erreicht wird, wird

von mehreren Flachen begrenzt. Eine dieser Begrenzungsflachen wird durch das ebene

Funfeck PQRST beschrieben, wobei der Punkt T im Modell den Schatten von
P(7,2]-3,4]9,6) darstellt.

e Das Funfeck PQRST liegt in der Ebene F. Begriinden Sie ohne die Koordinaten eines
weiteren Eckpunkts des Finfecks zu bestimmen, dass F durch die Gleichung
3x + 4y =8 beschrieben wird.

f Berechnen Sie die Lange der Strecke ST .

g Eine zweite Begrenzungsflache des betrachteten Raumbereichs liegt im Modell in ei-
ner Ebene H:3x+4y=d mit deIR. Berechnen Sie den Wert von d.

Erwartungshorizont

a -4 0
AB=DC=| 0 |, ABoAD=ABo|-12|=0
3 0
b 2 -4 0
E:x=|6|+r-| O |+s-[-12| mit r,seIR liefert das Gleichungssystem:
3 3 0
| x=2-4r ' y=6-12s  z=3+3r
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Aus | ergibt sich r=—2x+1 und damit aus Il z=3-3x+3 < 3x+4z=18.

4772
c 0 3
Mit m=|0| und n=| 0| gilt coscp:‘T"rl‘ =4,d.h @=~37°.
mj-n
1 4
d (2m)2-1'r-9,6mz121m3
e 3) (-4 3) (0
Esqilt|4|c| 3 |[=0und |4 |-|0|=0,d. h. die Ebene, die durch die angegebene
0) (-3 0) \1

Gleichung dargestellt wird, ist parallel zu den Geraden, die das Sonnenlicht be-
schreiben, sowie zur Symmetrieachse des Zylinders, der das Silo darstellt. Zudem
erfullen die Koordinaten von P die angegebene Gleichung.

f S hat die gleiche x-Koordinate und die gleiche z-Koordinate wie A. Da S in F liegt,
gilt fir seine y-Koordinate 3-2+4y =8, d..

7.2 4
Gerade g durchPund T: x=|-3,4 |+t-| 3 |, telrR
9,6 -3

Schnittpunkt von g und E:
3-(7,2-4t)+4-(9,6-3t)=18 = 60-24t=18 < t=175,d. h. T(0,2]1,85|4,35)

0,2 2
Damit: | L85 |-| 0,5 |~ 2,6
4,35 3

g Es handelt sich um die Begrenzungsflache, die im Modell parallel zu F ist. Wegen
3 7,2 3 4,8
4|=5und|-34|-4-1.14|=|-6,6 liegtder Punkt (4,8]|-6,6]9,6) in H.
0 9,6 0 9,6

Damit;: d=3-4,8-4-6,6=-12

Standardbezug
BE allgemeine mathematische Anforderungsbereich
Kompetenzen
K1 K2 K3 K4 K5 K6 I Il 1

a 3 | I X
b 3 1]
c 2 | 1] X
d 2 | X
e 4 I Il 1] X
f 7 I 1] Il X
g 4 1l 1] 1 X
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2019 -CAS 1

Ein Logistikunternehmen testet auf einer Strecke zwischen Festland und einer Insel die
Paketzustellung mithilfe eines Flugkdrpers, einer sogenannten Drohne. In einem karte-
sischen Koordinatensystem wird das horizontale Gelande, tber dem sich die Drohne
bewegt, modellhaft durch die x;x,-Ebene dargestellt, die Lage des Startplatzes durch
den Punkt 8(7320 | -1750| O) und die Lage des regularen Landeplatzes durch den
Punkt L(—990 | 6990 | O). Eine Langeneinheit im Koordinatensystem entspricht einem
Meter in der Realitat.

Die Drohne soll Gber dem Startplatz zunachst vertikal aufsteigen, bis sie eine Hohe von
50 m erreicht hat, und anschlieRend geradlinig in konstanter Héhe und mit konstanter
Geschwindigkeit in die Richtung des Landeplatzes fliegen.

a Begrunden Sie, dass die vorgesehene horizontale Flugbahn der Drohne im Modell 2
7320 -8310
entlang der Gerade g:x =| -1750 |+r-| 8740 | mit r eIR verlautft.
50 0

100 Sekunden nachdem die Drohne die H6he von 50 m erreicht hat, wird ihre Position
durch den Punkt P(6489|-876|50) dargestellt.

b Zeigen Sie, dass sich die Drohne auf der vorgesehenen Flugbahn befindet. Bestim- | 3
men Sie die Koordinaten des Punkts, der die Position der Drohne nach weiteren 200
Sekunden Flugzeit auf der vorgesehenen Flugbahn darstellt.

¢ Bestimmen Sie die Geschwindigkeit der Drohne wahrend des horizontalen Flugs. 2

Die Drohne soll inren Weg zum Landeplatz selbststandig zuriicklegen konnen. Wah-
rend der Testphase wird ihr Flug jedoch von einer Bodenstation aus tberwacht und die
Flugbahn bei Bedarf korrigiert. Die Position der Bodenstation wird durch den Punkt
B(0]0|0) dargestellt, ihnre Reichweite betragt 6000 m.

d Weisen Sie nach, dass sich die Drohne auf dem horizontalen Teil der vorgesehenen | 5
Flugbahn lber eine Strecke von mehr als 8,5 km innerhalb der Reichweite der Bo-
denstation befindet.

Einer Korrektur der Bodenstation folgend weicht die Drohne im Modell im Punkt
Q(3996|1746 | 50) von der vorgesehenen Flugbahn ab und bewegt sich mit einer Ge-
schwindigkeit von 5% geradlinig auf einen Ausweichlandeplatz zu, der durch den
Punkt A(4050]1810]0) dargestellt wird.

e Bestimmen Sie die GréRe des Neigungswinkels der Flugbahn gegeniiber dem Ge- 3
lande beim Anflug auf den Ausweichlandeplatz.

f Berechnen Sie, um wie viele Meter sich die Flughdhe pro Sekunde verringert. 3

Nach der Landung auf dem Ausweichplatz steuert die Drohne eine Position an, die sich
in einer HOhe von 50 m befindet und vom Startplatz, vom regularen Landeplatz und von
der Bodenstation gleich weit entfernt ist. Diese Position wird durch den Punkt R be-
schrieben.

g Die Ebene E enthdlt alle Punkte, die von S und L den gleichen Abstand haben. Be- 3
stimmen Sie eine Gleichung von E in Koordinatenform.
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h Stellen Sie die Ebene E in der Abbildung dar. aoool\x 4
Beschreiben Sie ein Verfahren, mit dem unter L -
Verwendung der Abbildung die Koordinaten
von R ermittelt werden kénnten. Veranschauli-
chen Sie das Verfahren in der Abbildung. 4000
* X4 >
0 4000 8000
*s

Erwartungshorizont

a Der Punkt (7320 |-1750| 50) stellt die Position der Drohne 50 m vertikal Uber dem
Startplatz dar.

-8310
SL=| 8740
0
b ( 7320 -8310 6489
-1750 |+r-| 8740 |=|-876 |<r=0,1
50 0 50
7320 -8310 4827
-1750 |+0,3-| 8740 |=| 872 |, d. h. der Punkt hat die Koordinaten
50 0 50

(4827|872|50).

c 6489 7320
ﬁ- -876 |—-| -1750 | ~12, d. h. die Geschwindigkeit betragt etwa 12%.
50 50
d | 7320 -8310 0
-1750 |+r-| 8740 |—| 0 ||<6000 liefert, dass der Wert von r zwischen etwa
50 0 0

0,1601 und etwa 0,8867 liegen kann. Die zugehdrige Strecke auf g hat eine Lange
von etwa 8760, ist also langer als 8500.

e 0 B,
Mit n=| 0 | liefert sincpzﬂ: ®~-31°
. QA

Die GroR3e des Neigungswinkels betragt etwa 31°.

f %-5% ~ 2,6%, d. h. die Flughdhe verringert sich pro Sekunde um etwa 2,6 Meter.
g Die Gleichung von E hat die Form —8310x, +8740x, =C .

Der Mittelpunkt (3165]2620]0) von S und L liegt genau dann in E, wenn

c =-3402350 gilt.
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Der Punkt, der sich ergibt, wenn man R parallel zur

X3 -Achse in die x;x,-Ebene verschiebt, wird mit R" be-

zeichnet. Da R den gleichen Abstand von S und B hat,

liegt R" auf der Mittelsenkrechte von S und B. Der

B . . Schnittpunkt dieser Mittelsenkrechte und der Gerade, die

/v 7500 .aooo . E darstellt, liefert die x,- und x, -Koordinate von R, die
S X3 -Koordinate ist 50.

4000

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 K3 | K4 | K5 K6 | Il ]
a 2 X X X I | |
b 3 X X X X I | | X
c 2 X X X Il 1] | X
d 5 X X X Il 1] 1] X
e 3 X X X | 1] | X
f 3 X X X ] 11 1] X
g 3 X X I Il 1] X
h 4 X ] Il 11 X
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2019 - CAS 2

Die Abbildung zeigt den Kérper ABCDEF mit )
B(4,5/0]0), D(0]0]12), E(4,5/0]9) und
F(016]10,5). Die Grundflache liegt in der
XX, -Ebene, die Seitenflachen stehen dazu
senkrecht. Die Punkte G und H liegen auf
den Kanten AD bzw. CF und haben die
gleiche x5 -Koordinate wie E.

R e

X, o

a Begrunden Sie, dass das Viereck DGHF ein Trapez ist, und bestimmen Sie das Vo- | 4
lumen des Teilkorpers DGHFE.

Der Punkt M(my |m, | 0) hat von allen Seiten des Dreiecks ABC den gleichen Abstand.

b Begriinden Sie, dass m; =m, gilt. 2
c Die Gleichungen | und Il liefern gemeinsam die Lésung einer Aufgabe: 5
4,5 -4,5 m; 4,5 -4,5 m; -4,5
| O [+r-] 6 |[=|mq|=my I O |+r-] 6 |=Imy|le| 6 |=0
0 0 0 0 0 0 0

Formulieren Sie eine passende Aufgabenstellung und erlautern Sie die beiden Glei-
chungen.

4,5 -4,5 0
Betrachtet wird die Ebene W:x=| 0 |+r-| 6 |+s-|-6| mitr,scIR.
0 0 12

d Bestimmen Sie die Koordinaten der beiden Schnittpunkte von W mit den Kanten AD | 4
und CF. Zeichnen Sie in die Abbildung die Figur ein, in der W den Kérper ABCDEF
schneidet.

e Die Ebene W schneidet die Strecke GH . Bestimmen Sie rechnerisch das Verhaltnis, | 4
in dem der Schnittpunkt diese Strecke teilt.

4,5 -4,5
Betrachtet wird zudem die Schar der Geraden g, :x=| 0 |+t-|6—6u| mit ueIR und
0 12u

telR.

f Ermitteln Sie diejenigen Werte von u, fur die g, die x;x,-Ebene jeweils unter einem | 3
Winkel der Grof3e 30° schneidet.

g Begriinden Sie, dass die folgende Aussage falsch ist: 3

Jeder Punkt der Ebene W liegt auf einer Gerade der Schar.
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Erwartungshorizont

a Die Seiten DG und FH des Vierecks stehen senkrecht zur x,x, -Ebene und sind da-
mit parallel zueinander.

1.1 _
3 5-(3+15)-6-4,5_20,25
b Aufgrund der besonderen Lage des Dreiecks im Koordlnatensystem sind m; und

m, die Abstande des Punkts M von AB bzw. AC. Diese Absténde stimmen (ber-
ein.

c Aufgabenstellung: ,Bestimmen Sie den Wert von m, .

4.5 -4,5
Jeder Punkt der Gerade BC lasst sichinder Form | O |+r:| 6 mit r eIR dar-
0 0

stellen. Einer dieser Punkte hat von M den Abstand m,. Aul3erdem steht der Verbin-
dungsvektor von M und diesem Punkt senkrecht zum Richtungsvektor der Gerade
BC.

d x,=0und x, =0 liefern (0]0]12),

e Der betrachtete Schnittpunkt liegt auf der Gerade durch C und D. AC ist paraIIeI zZu

_lep|
GH . Bezeichnet man den Schnittpunkt mit S, so gilt folgllch ===
f -4,5) (0
6-6u|-|0
_ 12u 1) .
sin(30°) = s liefert u; ~—0,5 und u, ~0,3.
6-6u|-1
12u

g Die Koordinaten des Punkts (4,5 | —6|12) erfilllen die Gleichung von W, aber nicht
die Gleichung von g, .

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 | ] 1

a 4 X X | | |
b 2 X X | | |
c 5 X X 1l 1] Il X
d 4 X X 1] 1] 1] X
e 4 X 1] 1] | X
f 3 X 1] 1] | X
g 3 X 1l 1] 1] X
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2020 -WTR 1

0 1
Gegeben sind der Punkt L(—%|—8|6) und die Gerade g:x=|-12 [+a-| 0|, acIR.

9 0
a Begriinden Sie, dass g parallel zur x,-Achse und dabei nicht durch L verlauft. 2
b L und g liegen in der Ebene E. Ermitteln Sie eine Gleichung von E in Koordinaten- 4

form.
(zur Kontrolle: 3x, +4x3 =0)

In der Abbildung ist neben L und g AX
das Viereck OPQR dargestellt, des- 3

sen Eckpunkte O(0]0]0),
PE—2—25|0|01, Q(-%2-1219) und
R(0|-12]9) in E liegen. Q und R
liegen auRerdem auf g.

¢ Begrunden Sie, dass OPQR ein Rechteck ist. 2

d Beschreiben Sie ein Verfahren, mit dem man die Koordinaten des Punkts S ermitteln | 3
konnte, fur den das Viereck OPSR ein ebenes Drachenviereck ist.

Das Viereck OPQR stellt modellhaft den geneigten Teil einer Minigolfbahn dar, der
Punkt L das Loch dieser Bahn. Im verwendeten Koordinatensystem beschreibt die
X;X, -Ebene den horizontalen Untergrund; eine Langeneinheit entspricht 10 cm in der
Realitat.

e Berechnen Sie den Flacheninhalt des geneigten Teils der Bahn. 2

f Berechnen Sie die GroRRe des Winkels, den der geneigte Teil der Bahn mit dem Un- | 3
tergrund einschlief3t.

Im Folgenden wird der in der Abbildung gestrichelt dargestellte Teil des Wegs eines
Minigolfballs betrachtet. Der Ball soll im Folgenden als punktférmig angenommen wer-
den. Seine Positionen auf dem dargestellten Teil des Wegs kénnen durch Punkte

B, (—5 3k | -8k +8K? | 6k - 2k2) mit geeigneten Werten von k IR beschrieben wer-
den.

g Weisen Sie nach, dass der Ball auf dem betrachteten Teil seines Wegs durchgehend | 2
Kontakt zur Minigolfbahn hat.

h Berechnen Sie im Modell die Koordinaten des Punkts, in dem der Ball auf die seitli- 4
che Begrenzung der Minigolfbahn trifft.

i Ermitteln Sie die maximale Hohe Gber dem Untergrund, die der Ball erreicht. 3
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Erwartungshorizont

a 1
Der Richtungsvektor | 0 | von g gibt auch die Richtung der x,-Achse an.
0

Wegen —12+a-0=-8 fir alle a<IR verlauft g nicht durch L.

b o _25 25

4 4
-12|-| -8 |=| 4
9 6 3
%75 ny 1) (g 0
=4 |o|Nny, |[=0A|0|o|n, |=0 liefert n; =0 und damit —4n, +3n; =0, d. h. | 3 | ist ein
3] (n3 0) (ng 4

Normalenvektor von E. Die Gleichung von E hat also die Form 3x, +4x; =b.
LeE<b=3-(-8)+4-6=0

¢ Da O und P auf der x,-Achse sowie Q und R auf g liegen, sind OP und QR parallel
0

zueinander. Wegen OR =PQ =| —12 | stehen OR und PQ senkrecht zur x,-Achse.
9

d Man bestimmt die Koordinaten des Schnittpunkts F der Gerade durch P und R mit
der Ebene, die senkrecht zu dieser Gerade steht und den Punkt O enthalt. Damit lie-
fert OS =2-OF die Koordinaten von S.

e ‘FP‘ -‘cﬁ‘ =25.4122 + 92 =187,5, d. h. der Flacheninhalt betragt etwa 1,9m?.

9 Da 3-(—8k+%k2)+4-(6k—2k2)=0 fir alle k IR, liegen alle Punkte B, in E.

h 25

> 0
2
Gerade durchPund Q: x=| 0 |+d-|-12], delR
0 9
25
-8k +8Kk? |= +d-[-12 | liefert k=2

0
6k — 2k2 0 9
Damit: (—2—25|—%|%)
I Die Hohe des Balls Giber dem Untergrund kann mithilfe der Funktion h mit

h(k) =6k — 2k? beschrieben werden.
h'(k)=6-4k=0=k=3
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h

§) =4,5, d. h. der Ball erreicht eine maximale Hohe von 45 cm tber dem Unter-

2
grund.
Standardbezug
BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich

K1 K2 K3 K4 K5 K6 | ] |

a 2 | | I X

b 4 | 1l X

c 2 | | I X

d 3 Il | 1] X

e 2 I | X

f 3 I 1l X

g 2 [ I X

h 4 Il 1] 1l X

i 3 Il ] 1l 1]
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2020 -WTR 2
In einem Koordinatensystem wird der abgebil- C
dete Kérper ABCDEF mit A(0[10]1), A
B(10]20]1), C(0]20]1), D(0|7|0) und
F(0]20]0) betrachtet. Die beiden Seitenfla- D B
chen ACFD und BEFC stehen senkrecht zur
XX, -Ebene.
E
1 a A, Bund D liegen in der Ebene H. Bestimmen Sie eine Gleichung von H in Koordi- | 4
natenform.
(zur Kontrolle: x; —x, +3x3 +7 =0)
0 1
b Begriinden Sie, dass die Gerade i:x=|7|+A-| 1| mit AeIR sowohl in der 2
0 0

X;X, -Ebene als auch in der Ebene H liegt.

Der Punkt E liegt auf i, wobei der Abstand von E zu F ebenso grol3 ist wie der Ab-
stand von D zu F.

¢ Ermitteln Sie die Koordinaten von E. 5

d Begriinden Sie ohne zu rechnen, dass die Vierecke ACFD und BEFC den glei- 3
chen Flacheninhalt haben.

2 Der Korper ABCDEF stellt modellhaft ein Podest dar, das auf der Blihne eines Thea-
ters steht, das Viereck ADEB die Vorderseite des Podests und der Punkt D deren
untere linke Ecke. Die x;x,-Ebene beschreibt den horizontalen Boden der Biihne.
Eine Langeneinheit im Koordinatensystem entspricht einem Meter in der Wirklichkeit.

a Zeigen Sie, dass die Deckflache des Podests rechtwinklig ist, und berechnen Sie 3
deren Flacheninhalt.

b Die Position eines Scheinwerfers kann im Modell durch den Punkt (5|-3|z) dar- | 4
gestellt werden. Vom Scheinwerfer ausgehendes Licht trifft an der unteren linken
Ecke der Vorderseite des Podests unter einem Winkel der Grof3e 47° auf den Bo-
den auf. Ermitteln Sie die Hohe des Scheinwerfers (iber dem Boden der Blihne.

¢ Die Position eines zweiten Scheinwerfers lasst sich im Modell durch den Punkt 4
0 1
P(2]4|8) beschreiben. Die Gerade mit der Gleichung x ={ 10 |+p-| 1| und
1 0
2 1
uelR schneidet die Ebene mit der Gleichung | Xx—| 4 ||| 1 |=0 im Punkt
8 0

Q(-2|8]1). Es gilt \%\:9.
Treffen Sie auf der Grundlage dieser Informationen eine Aussage uber den Ab-

stand des zweiten Scheinwerfers von der Vorderkante der Deckflache des Po-
dests. Begriinden Sie lhre Aussage ohne zu rechnen.
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Erwartungshorizont

1la 0 10 0
Das aus X=|10 [+m-|10 |+n-| =3 | mit m,neIR resultierende Gleichungssys-
1 0 -1
tem
I X, =10m I X, =10+10m—3n Il x3=1-n

b Fur alle Punkte von i gilt x3 =0, d. h. i liegtin der x;x,-Ebene. Wegen
A=(7+A)+7=0 liegtiauchin H.

c Fur A=0 qilt:

A 0
7+A || 20 |=DF & R +(A=13)° =13 = N + A2 — 261 + 132 =132

0 0

© 2K -26A=02\(A-13)=0 = A=13
Damit: E(13]20]0)
d Grund- und Deckflache des Korpers sind parallel zur x,x,-Ebene, die beiden Vier-

ecke stehen senkrecht dazu, sind also Trapeze mit gleicmer Hihe. Da zudem die
Punkte A, B, D und E in einer Ebene liegen, gilt wegen DF =EF auch AC=BC.

2 a 0 10
CA-CB=|-10|<| 0 |=0
0 0

%-ﬁ-C_B:%-10-10=50, d. h. der Flacheninhalt betragt 50m?.

b o_ Y4 o

tan47 TN By J12_5 < z=tan47°-4/125, d. h. die Héhe betragt etwa 12 m.
71H-3

o)lo

¢ Der Abstand ist grof3er als 9 m.

Begrundung Q ist der FuBpunkt des Lots von P auf die Gerade durch A und B. Da
Q¢ AB, ist der Abstand von P zu AB groler als ‘PQ‘

Standardbezug
BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
K1 K2 K3 K4 K5 K6 | ] |
la 4 Il X
2 | | X
c 5 Il Il | X
d 3 ] 1] ] X
2a 3 I I | X
b 4 1 1] Il X
c 4 1] Il 1] ] X
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Betrachtet wird der abgebildete Wirfel mit A(0|0]0),
B(3|-3|3), G(0]0]9) und H(-3|3]6).

a Berechnen Sie das Volumen des Wiirfels.

b Begrinden Sie, dass das Viereck ABGH ein Rechteck
ist, und zeichnen Sie dieses in die Abbildung ein.

c Das Viereck ABGH liegt in der Ebene L. Bestim-
men Sie eine Gleichung von L in Koordinaten-
form.

(zur Kontrolle: x+y =0)

d Bestimmen Sie die Grof3e des Winkels, den die : 2
Ebene L mit der xz-Ebene einschliefit.

e Ermitteln Sie die Koordinaten von F. 5

f Die Gerade durch B und G schneidet die xy-Ebene im Punkt S. Bestimmen Sie das 2
Verhéltnis, in dem B die Strecke SG teilt.

g Die Ebene, die durch die Mittelpunkte der Kanten BC, CG, AD und DH verlauft, 5
teilt den Wirfel in zwei Teilkorper. Begriinden Sie mithilfe einer Skizze, dass das Vo-
lumen des Kkleineren Teilkorpers ein Achtel des Volumens des Wiirfels ist.

h Gegeben ist die Schar der Ebenen z =k mit k eIR. Geben Sie in Abhangigkeit 3
von k die unterschiedlichen Arten der Figuren an, in denen die Ebenen fiur 0 <k <9
den Wiirfel schneiden.

Erwartungshorizont
3
a ‘AB‘ - 813

b AB und GH sind als Kanten, AH und BG als Seiten-
diagonalen eines Wiirfels gleich lang. BG liegt in dir
Seitenflache BFGC und steht damit senkrecht zu AB .

c n, n, 1
AB-|n, |=0AAG-|n, |=0 liefert | 1| als Normalenvektor von L. Da A in L liegt,
N3 N3 0

ergibt sich fur die gesuchte Gleichung x+y=0.

d Da L die z-Achse enthalt und den Winkel halbiert, den die positive x-Achse und die
negative y-Achse einschlie3en, betragt die GroRe des gesuchten Winkels 45°.

e Mittelpunkt von BG: M(15|-15]6)
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Da CF senkrecht zu L steht, gilt AF = m—%‘@‘%

Damit; F(J,5-§J§|-J,5-§J§|6)

g Der kleinere Teilkdrper ist ein gerades Prisma. Die Grundflache
des Prismas ist eine Teilflache der Seitenflache BFGC; der In-
halt dieser Teilflache ist ein Achtel des Inhalts der Seitenflache
BFGC. Die Hohe des Prismas stimmt mit der Kantenlénge des
Warfels Uberein.

3
9-3

N

B

T
1
1
1
1
+
1
1
[}
1
Py

-————

C

h Fir 0<k <3 und 6 <k <9 ist die jeweilige Schnittfigur ein Dreieck, fir 3<k <6 ein

Sechseck.
Standardbezug
BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
K1 K2 K3 K4 K5 K6 | ] |
a 2 | X
b 3 | | X
c 3 Il
d 2 1l X
e 5 ] Il 1] 1l 1] X
f 2 Il | I
g 5 1l 1] 1] X
h 3 1] Il 1] X
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1 In einer GroR3stadt steht die Wahl des Oberblrgermeisters bevor. Vor Beginn des
Wahlkampfs wird eine reprasentative Umfrage unter den Wahlberechtigten durchge-
fuhrt. Der Umfrage zufolge haben sich 44 % der befragten Wahlberechtigten bereits
fur einen Kandidaten entschieden; jeder Siebte derjenigen Befragten, die sich noch
nicht fir einen Kandidaten entschieden haben, ist Jungwahler, d. h. eine wahlbe-
rechtigte Person im Alter bis 24 Jahre. Der Anteil dieser Jungwahler unter den Wahl-
berechtigten betragt 12 %.

a Erstellen Sie zu dem beschriebenen Sachzusammenhang ein beschriftetes Baum-| 4
diagramm oder eine vollstandig ausgefullte Vierfeldertafel.

b Zeigen Sie, dass der Anteil derjenigen, die sich noch nicht fir einen Kandidaten 4
entschieden haben, unter den befragten Jungwahlern grof3er ist als unter denjeni-
gen befragten Wahlberechtigten, die alter als 24 Jahre sind. Begriinden Sie, dass
es trotz dieser Tatsache nicht sinnvoll ist, sich im Wahlkampf vorwiegend auf die
Jungwahler zu konzentrieren.

¢ Der Kandidat der Partei A spricht an einem Tag wahrend seines Wahlkampfs 48 2
zufallig ausgewdahlte Wahlberechtigte an. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit
dafur, dass sich darunter genau sechs Jungwahler befinden.

2 Der Umfrage zufolge hatte der Kandidat der Partei A etwa 50 % aller Stimmen erhal-
ten, wenn die Wahl zum Zeitpunkt der Befragung stattgefunden hétte. Ein Erfolg im
ersten Wahlgang, fur den mehr als 50 % aller Stimmen erforderlich sind, ist demnach
fraglich. Deshalb rét die von der Partei A eingesetzte Wahlkampfberaterin in der
Endphase des Wahlkampfs zu einer zusatzlichen Kampagne, die allerdings mit Kos-
ten verbunden ware. Die Partei ist daran interessiert, einerseits einen Erfolg im ers-
ten Wahlgang zu erreichen, andererseits unnétige Kosten zu vermeiden.

a Um einen Anhaltspunkt fiir eine Entscheidung tber die Durchfiihrung einer zu- 5
satzlichen Kampagne zu gewinnen, soll die Nullhypothese ,,Der Kandidat der Par-
tei A wirde gegenwartig hochstens 50 % aller Stimmen erhalten.“ mithilfe einer
Stichprobe von 200 Wahlberechtigten auf einem Signifikanzniveau von 5 % getes-
tet werden. Bestimmen Sie die zugehdrige Entscheidungsregel.

b Vor der Durchfiihrung des beschriebenen Tests wurde festgelegt, auf die Kam- 3
pagne nur dann zu verzichten, wenn die Nullhypothese aufgrund des Testergeb-
nisses abgelehnt werden musste. Entscheiden Sie, ob bei dieser Festlegung das
Interesse, einen Erfolg im ersten Wahlgang zu erreichen, oder das Interesse, un-
ndtige Kosten zu vermeiden, im Vordergrund stand. Begriinden Sie lhre Entschei-
dung.

3 Nach der Wahl darf die Partei A in einem Ausschuss drei Sitze besetzen. Von den
acht Stadtratinnen und vier Stadtraten der Partei A, die Interesse an einem Sitz in
diesem Ausschuss aul3ern, werden drei Personen per Losentscheid als Ausschuss-
mitglieder bestimmt. Die Zufallsgrof3e X beschreibt die Anzahl der weiblichen Aus-
schussmitglieder der Partei A.

a Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit P(X = 2). 3

B.Sto.1



IQB-Aufgaben

Erhohtes Niveau

Teil B: Stochastik

b Die Abbildungen 1 und 2 zeigen die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Zufalls- 4

groRen X bzw. Y.

<06
< 0,5
20,4
0.3
0,2
0.1

0

2

Die Zufallsgré3e X besitzt den Erwartungswert 2 und die Varianz 1%. Die Zufalls-
gréRRe Y ist binomialverteilt mit den Parametern n=3 und p =%. Zeigen Sie rech-
nerisch, dass Y den gleichen Erwartungswert wie die Zufallsgréf3e X, aber eine
gréRere Varianz als X besitzt. Beschreiben Sie, woran man an den Abbildungen 1

0 1 2 3 k| Apb. 1

%o,s
> 05
204
0,3
0,2
0,1

0

0 1 2 3 k| app

und 2 erkennen kann, dass Var(Y)> Var(X) gilt.

Erwartungshorizont

1 a J: ,Die befragte Person ist Jungwahler.”

b

K: ,Die befragte Person hat sich bereits flir einen Kandidaten entschieden.®

J J
K 4% | 40% | 44%
K 8% | 48% | 56%
12% | 88% | 100%
P (K) =55 ~66,7%, P;(K)=ggs ~545%

012 ~ 088

Begrindung: Unter den befragten Wahlberechtigten, die alter als 24 Jahre sind,
ist die Anzahl derjenigen, die sich noch nicht fir einen Kandidaten entschieden
haben, wesentlich groRer als unter den Jungwahlern.

48
( s j-0,126 .0,88% ~17,1%

Z: Anzahl der Wahlberechtigten, die angeben, dass sie sich gegenwartig fur den
Kandidaten der Partei A entscheiden wiirden

P{2 (Z2k)<5%

Geben mindestens 113 der 200 Wahlberechtigten an, dass sie sich gegenwartig
far den Kandidaten der Partei A entscheiden wirden, so wird die Nullhypothese

abgelehnt.

Bei Durchfihrung des Tests auf der Grundlage der getroffenen Festlegung betrégt
das Risiko, irrtimlich auf eine zusatzliche Kampagne zu verzichten, hchstens
5% und ist damit gering. Die Wahrscheinlichkeit daftir, eine Kampagne irrtiimlich
durchzufihren, kann dagegen wesentlich gro3er sein. Damit stand bei der Festle-
gung das Interesse im Vordergrund, einen Erfolg im ersten Wahlgang zu errei-

chen.
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b E(Y)=3-2=2, Var(Y)=3-2.1=2

Beschreibung: Die Wahrscheinlichkeiten fur die drei Werte, die nicht mit dem Er-
wartungswert Ubereinstimmen, sind fur den Wert 1 bei beiden Zufallsgrof3en etwa
gleich grof3 und fur die Werte 0 und 3 bei der Zufallsgréf3e Y deutlich groRRer als
bei der ZufallsgroRe X.

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungsbe-
Kompetenzen reich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 | Il 1
la 4 X I 1] 1] X
4 X 1] 1] I X
c 2 X I I X
2a 5 X X Il Il 1] X
b 3 X 1l 1l 11 X
3a 3 X X I X
b 4 X X X 1l 11 I X
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Die Firmen A und B stellen Lampen her und liefern diese anschlieRend an Handler aus.
Der Anteil defekter Lampen unter ausgelieferten Lampen der Firma A betragt im Mit-
tel 9%, unter ausgelieferten Lampen der Firma B im Mittel 7 %. Im Folgenden soll so-
wohl fur die Lampen der Firma A als auch fir die Lampen der Firma B angenommen
werden, dass diese unabhéngig voneinander Defekte aufweisen.

1 Betrachtet werden Lampen, die von der Firma A ausgeliefert wurden.

a Zehn Lampen werden zuféallig ausgewahlt. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit | 3
dafur, dass die Anzahl der Lampen, die nicht defekt sind, gré3er ist als die Anzahl
der defekten Lampen.

b 500 Lampen werden zuféllig ausgewahlt. Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit da- | 3
fur, dass die Anzahl der defekten Lampen vom Erwartungswert der Anzahl der de-
fekten Lampen um hdchstens 10 % abweicht.

¢ Die Beschreibung des Sachzusammenhangs enthélt eine Annahme, die bei Be- 2
trachtung der Anzahl defekter Lampen in einer Stichprobe eine Anwendung der
Binomialverteilung ermoglicht. Geben Sie einen Grund dafur an, dass dieses Mo-
dell der Realitat moglicherweise nicht gerecht wird.

2 Einem Handler werden Lampen geliefert, die in Kartons verpackt sind; jeder Karton
enthalt 30 Lampen. Der Handler wahlt aus jedem Karton zwei Lampen zufallig aus
und pruft diese. Sind bei einem Karton die beiden ausgewahlten Lampen nicht de-
fekt, so nimmt er diesen Karton an, ansonsten nicht.

a Ein Karton enthalt sechs defekte Lampen. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit | 3
dafir, dass der Handler diesen Karton annimmt.

b Ermitteln Sie, wie grol3 die Anzahl der defekten Lampen in einem Karton hdochs- 3
tens sein darf, damit die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Handler diesen Karton
annimmt, mindestens 50 % betragt.

3 Ein Discounter bezieht 35 % der von ihm angebotenen Lampen von der Firma Aund | 7
65 % von der Firma B. Der Einkaufspreis betragt 0,98 Euro fiir eine Lampe der
Firma A und 1,02 Euro fir eine Lampe der Firma B. Im Zusammenhang mit dem Ein-
kauf findet keine Prifung der Lampen statt. Fir Kunden des Discounters sind die
Lampen der beiden Firmen nicht unterscheidbar; der Verkaufspreis betragt unabhan-
gig vom Hersteller 1,49 Euro. Jede von einem Kunden ausgewahlte Lampe wird an
der Kasse gepriift: Ist eine Lampe defekt, so wird sie entsorgt. Bestimmen Sie den
im Mittel pro Lampe zu erwartenden Gewinn des Discounters.

4 Lampen eines anderen Herstellers weisen zum Teil Fehler im Leuchtsystem oder 4
Fehler im Schraubmechanismus auf. FUr eine zuféllig ausgewahlte Lampe betragt
die Wahrscheinlichkeit dafir, dass ein Fehler im Schraubmechanismus vorliegt, 2 %,
die Wahrscheinlichkeit dafir, dass beide Fehler vorliegen, 0,1 % und die Wahr-
scheinlichkeit dafur, dass mindestens einer der beiden Fehler vorliegt, 6,9 %. Unter-
suchen Sie mithilfe einer Vierfeldertafel, ob die beiden Fehler stochastisch unabhan-
gig sind.
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Erwartungshorizont

1 a X: Anzahl der defekten Lampen

Paog (X <4)~99,9%

b Y: Anzahl der defekten Lampen
E(Y)=500-0,09=45; 10%-45=4,5
Poog (41< Y <49)~518%
c Fallt bei der Lieferung von Lampen ein Karton zu Boden, so ist davon auszuge-

hen, dass die Lampen in diesem Karton nicht unabhéangig voneinander Defekte
aufweisen.

24 .23
2 a £5-55~63,4%

b Ist d die Anzahl der defekten Lampen in einem Karton, so gilt:

30-d . 29-d <
2 59 >05<d<8

3 G: Gewinn des Discounters fir eine zufallig ausgewahlte Lampe in Euro

P(G=-102)=0,65-0,07 =0,0455, P(G =-0,98)=0,35-0,09 =0,0315,
P(G=0,47)=0,65-0,93=0,6045, P(G=0,51)=0,35-0,91=0,3185

E(G)=0,0455(-102)+0,0315-(-0,98)+ 0,6045-0,47 +0,3185 - 0,51~ 0,37
Der im Mittel pro Lampe zu erwartende Gewinn betragt etwa 37 Cent.

4 L: ,Die Lampe weist einen Fehler im Leuchtsystem auf.*
S: ,Die Lampe weist einen Fehler im Schraubmechanismus auf.”

L L
S |01% |19% | 20%
S |49%

5,0 %

Damit: P_ (S)=%%%=0,02=P(S), d. h. L und S sind stochastisch unabhangig.

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungsbe-
Kompetenzen reich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 K3 | K4 | K5 | K6 | 1 1
la 3 X X | I
3 X X X | I
c 2 X 1] 1] | X
2a 3 X 1] | X
3 X ] Il 1] X
3 7 X X X 1 1] 1] X
4 4 X 1" 1] 1] X
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Ein Grof3handler bietet Samenkdrner fur Salatgurken in zwei Qualitatsstufen an. Ein
Samenkorn der héheren Qualitatsstufe A keimt mit einer Wahrscheinlichkeit von 95 %,
eines der Qualitatsstufe B mit einer Wahrscheinlichkeit von 70 %.

Ein Gemiiseanbaubetrieb kauft Samenkdrner beider Qualitatsstufen, davon 65 % der
Qualitatsstufe A. Alle gekauften Samenkdrner werden gesat.

a Stellen Sie den Sachverhalt in einem beschrifteten Baumdiagramm dar. 3

b Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass es sich bei einem zufallig ausge- | 3
wahlten keimenden Samenkorn um ein Samenkorn der Qualitatsstufe B handelt.

¢ Bestimmen Sie fur folgende Ereignisse jeweils die Wahrscheinlichkeit: 3
E: ,Von 200 gesaten Samenkdrnern der Qualitatsstufe B keimen genau 140.“

F: ,Von 200 gesaten Samenkoérnern der Qualitatsstufe B keimen mehr als 130 und
weniger als 150."

d Beschreiben Sie die Bedeutung des folgenden Terms im Sachzusammenhang: 2
1207200 i . 200 7200 i i
1—(2( _ ]-0,7' 0,377+ % ( ~1-0,7'-0,3%004
i-o\ | i-160\ |
e Der Preis pro Samenkorn betragt fir die Qualitatsstufe A 17 Cent und fiir die Quali- 6

tatsstufe B 12 Cent. Keimt ein Samenkorn, so wéachst daraus eine Gurkenpflanze
heran. Dabei besteht das Risiko, dass die Pflanze aufgrund von Wettereinfliissen o-
der Schadlingen keine Friichte tragt. Dieses Risiko betragt fir alle gekeimten Sa-
menkoérner der Qualitatsstufe A 15 % und fur alle gekeimten Samenkérner der Quali-
tatsstufe B 25 %. Die Anzahl der Gurken, die pro fruchttragender Pflanze im Mittel
geerntet werden kdnnen, ist unabhéngig von der Qualitatsstufe der Samenkdrner.
Der Anbaubetrieb verkauft alle geernteten Gurken zum gleichen Preis. Prifen Sie,
ob es fur den Anbaubetrieb finanziell sinnvoll ware, sich auf Samenkérner der Quali-
tatsstufe B zu beschranken.

f Der GroRBhandler behauptet, dass sich die Wahrscheinlichkeit fiir das Keimen eines 5
Samenkorns der Qualitatsstufe B durch eine Weiterentwicklung auf mehr als 70 %
erhoht habe. Deshalb soll die Nullhypothese ,Die Wahrscheinlichkeit fir das Keimen
eines Samenkorns der Qualitatsstufe B ist hochstens 70 %.“ auf einem Signifikanzni-
veau von 5 % getestet werden. Dazu werden nach der Weiterentwicklung 100 Sa-
menkoérner der Qualitatsstufe B gesat. Bestimmen Sie die Entscheidungsregel des
Tests.

g Fur eine Qualitatsstufe C wird vermutet, dass die Wahrscheinlichkeit fiir das Keimen | 3
eines Samenkorns 60 % betragt. Es werden 50 Samenkorner gesat; davon kei-
men 27.

Eine Wahrscheinlichkeit von 60 % ist bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von

95 % mit der angegebenen Anzahl keimender Samenkdérner vertraglich, wenn 27 im
Intervall [u—1,960;u+1,960] liegt. Dabei ist u der Erwartungswert und o die Stan-
dardabweichung einer Bg.q ¢ -verteilten Zufallsgrofiie.

Untersuchen Sie, ob die vermutete Wahrscheinlichkeit von 60 % bei der angegebe-
nen Sicherheitswahrscheinlichkeit damit vertraglich ist, dass 27 Samenkorner kei-
men.
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Erwartungshorizont

a 95 % A: ,Ein zufallig ausgewahltes Samenkorn gehort zur
Qualitatsstufe A.“
B: ,Ein zufallig ausgewahltes Samenkorn gehdrt zur
Qualitatsstufe B.*
> K: ,Ein zuféllig ausgewahltes Samenkorn keimt.“
30 %
b o0l ~28,4%

0,65-0,95+0,35-0,7
¢ P(E)~6,1%, P(F)~0,9305-0,0728 ~ 85,8%

d Mit dem Term kann die Wahrscheinlichkeit dafiir berechnet werden, dass von 200
gesaten Samenkornern der Qualitatsstufe B mindestens 121 und hdchstens 159 kei-
men.

e Die Wahrscheinlichkeit dafir, dass aus einem Samenkorn eine fruchttragende
Pflanze heranwéachst, betragt fir die Qualitatsstufe A 0,95-0,85, flr die Qualitats-
stufe B 0,7-0,75. Damit entstehen pro Pflanze fur die Qualitatsstufe A Kosten in

Hohe von % ~ 21ct, fir die Qualitatsstufe B in Hohe von #TC’;S ~ 23ct. Flr den

Anbaubetrieb wére es finanziell also nicht sinnvoll, sich auf Samenkdérner der Quali-

tatsstufe B zu beschranken.
f Z: Anzahl der keimenden Samenkorner
Pa% (Z>k)<5%
Keimen mehr als 77 Samenkérner, so wird die Nullhypothese abgelehnt.

g u=50-0,6, o =\/50 -0,6-0,4, u—1,960 ~ 23,2, u+1,960 ~ 36,8
Damit ist die vermutete Wahrscheinlichkeit bei einer Sicherheitswahrscheinlichkeit
von 95 % mit der Anzahl der keimenden Samenkorner vertréglich.

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 K3 | K4 | K5 K6 | 1 ]
a 3 X | I | X
b 3 X Il 1] | X
c 3 X | | X
d 2 X X ] ] 11 X
e 6 X ] ] 1] X
f 5 X X X 1] 1] 1] X
g 3 X X X 1] 1] X
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Die Tabelle zeigt die prozentualen Anteile von Haushalten unterschiedlicher Gré3e an
der Gesamtzahl der Haushalte im Jahr 2013 in Deutschland.

1-Personen-Haushalte 40,5%
2-Personen-Haushalte 345%
3-Personen-Haushalte 125%
4-Personen-Haushalte 9,2%
Haushalte mit mindestens 5 Personen 3,3%

1 Fir eine Umfrage im Jahr 2013 sollten 100 Haushalte zuféllig ausgewahit werden.
a Berechnen Sie flr folgende Ereignisse jeweils die Wahrscheinlichkeit: 3
A: ,Es wurden genau vierzig 1-Personen-Haushalte ausgewahlt.”

B: ,Mindestens die Halfte der ausgewahlten Haushalte waren Mehrpersonenhaus-
halte.”

b Beschreiben Sie die Bedeutung des folgenden Terms im Sachzusammenhang: 2
1-(0,967% +100-0,033-0,967°°

2 Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass es sich bei einem im Jahr 2013 3
zuféllig ausgewahlten Mehrpersonenhaushalt um einen 3-Personen-Haushalt han-
delte.

3 Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass in drei im Jahr 2013 zufallig aus- 3
gewahlten Haushalten insgesamt genau funf Personen lebten.

4 Ermitteln Sie, wie viele Haushalte man im Jahr 2013 mindestens hatte zufallig aus- 4
wahlen missen, damit darunter mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 95 %
mehr als zwanzig 2-Personen-Haushalte sind.

5 Im Jahr 2013 lebten in Deutschland insgesamt etwa 80 Millionen Menschen. Bestim- | 4
men Sie fur das Jahr 2013 einen Naherungswert fir die Gesamtzahl der Haushalte
in Deutschland und erlautern Sie Ihr Vorgehen.

6 Im Jahr 2014 wurde vermutet, dass der tatsachliche Anteil der 1-Personen-Haus- 6
halte groR3er als im Jahr 2013 ist. Um einen Anhaltspunkt daflir zu gewinnen, ob
diese Vermutung zutrifft, sollte auf der Grundlage einer Stichprobe von 500 Haushal-
ten und einem Signifikanzniveau von 5% ein Test durchgefiihrt werden. Dabei sollte
maglichst vermieden werden, irrtimlich davon auszugehen, dass die Vermutung zu-
trifft. Geben Sie die passende Nullhypothese an und bestimmen Sie die zugehdrige
Entscheidungsregel.

Erwartungshorizont

1 a P(A)~81%, P(B)~97,8%

b Mit dem Term kann die Wahrscheinlichkeit daftir berechnet werden, dass in min-
destens zwei der ausgewahlten Haushalte mindestens flunf Personen lebten.

0125 _
2 1-0,405 ~ 21,0%

3  3.0,405%.0,125+3-0,405-0,345% ~ 20,6%
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4 Y: Anzahl der 2-Personen-Haushalte
Ist n die Anzahl der auszuwéahlenden Haushalte, so gilt:
Poass (Y >20)>0,95 < n>80
5 Geht man vereinfachend davon aus, dass in den Haushalten mit mindestens 5
Personen genau funf Personen lebten, und bezeichnet die Anzahl der Haushalte
mit X, so ergibt sich aus
(1' 0,405+2-0,345+3-0,125+4-0,092 +5.- 0,033) -X = 80000000
eine Gesamtzahl von etwa 40 Millionen Haushalten.
6  Nullhypothese: ,Der tatsdchliche Anteil der 1-Personen-Haushalte betragt héchs-
tens 40,5 %.“
Z: Anzahl der 1-Personen-Haushalte
Paos (Z2k)<5%
Befinden sich in der Stichprobe mindestens 222 1-Personen-Haushalte, so wird
die Nullhypothese abgelehnt.
Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 | L2 | L3 | L4 | L5 Kl | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 I I 11}
la 3 X | I I X
2 X I 1 I X
2 3 X | I I X
3 3 X I I I X
4 4 X X X 11 I I X
5 4 X X 11 11} I X
6 6 X X I I I X
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In Deutschland liegt bei 1 % der Bevolkerung eine Glutenunvertraglichkeit vor. Die be-
troffenen Personen reagieren auf den Verzehr von bestimmten Getreidesorten mit kor-
perlichen Beschwerden. Ob eine Glutenunvertraglichkeit vorliegt oder nicht, kann mit-
hilfe eines Schnelltests diagnostiziert werden. Zeigt das Ergebnis dieses Tests die Glu-
tenunvertraglichkeit an, so bezeichnet man es als positiv.

1 Liegt bei einer Person eine Glutenunvertraglichkeit vor, so ist das Testergebnis mit
einer Wahrscheinlichkeit von 98 % positiv. Liegt bei einer Person keine Glutenunver-
traglichkeit vor, so betragt die Wahrscheinlichkeit daftir, dass das Testergebnis den-
noch positiv ist, 4 %.

Bei einer Person, die aus der Bevolkerung Deutschlands zufallig ausgewahlt wurde,
wird der Test durchgefuhrt.

a Erstellen Sie zu dem beschriebenen Sachzusammenhang ein beschriftetes Baum- | 3
diagramm.

b Ermitteln Sie fur folgende Ereignisse jeweils die Wahrscheinlichkeit: 3

A: ,Bei der Person liegt eine Glutenunvertraglichkeit vor und das Testergebnis ist
positiv.”

B: ,Das Testergebnis ist negativ.”

¢ Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine Glutenunvertraglichkeit vor- | 3
liegt, wenn das Testergebnis positiv ist.

2 Im Rahmen einer Studie werden aus der Bevoélkerung Deutschlands 20000 Perso- 4
nen zufallig ausgewahlt. Die Zufallsgrof3e X gibt die Anzahl der ausgewahlten Perso-
nen an, bei denen eine Glutenunvertraglichkeit vorliegt. Berechnen Sie in einem ge-
eigneten Modell die Wahrscheinlichkeit dafir, dass die Anzahl der ausgewéahlten
Personen, bei denen eine Glutenunvertraglichkeit vorliegt, um mehr als 10 % vom
Erwartungswert von X abweicht.

3 Der Test wird mithilfe eines Teststreifens durchgeftihrt, auf dem ein Indikator aufge-
bracht ist. Ist die Indikatormenge auf einem Teststreifen kleiner als 15 mg, so ist die-
ser unbrauchbar. Der Hersteller der Teststreifen verfolgt das Ziel, dass hdochstens
10 % der hergestellten Teststreifen unbrauchbar sind, und fihrt deshalb regelmagig
eine Qualitatskontrolle durch. Dazu wird der laufenden Produktion eine Stichprobe
von 100 Teststreifen entnommen. Nur wenn sich darunter mindestens 16 unbrauch-
bare Teststreifen befinden, entscheidet man sich daflir, das Herstellungsverfahren
zu verbessern.

a Beschreiben Sie, welche Fehlentscheidungen bei dieser Qualitatskontrolle auftre- | 4
ten kbnnen.

b Der Hersteller entschliel3t sich, die Kontrolle kiinftig mit einer gré3eren Stichprobe | 4
von 200 Teststreifen durchzufiihren. Die Wahrscheinlichkeit fir eine unngtige Ver-
besserung des Herstellungsverfahrens soll sich durch diese Anderung jedoch
nicht erhéhen. Ermitteln Sie, wie groR die Anzahl unbrauchbarer Teststreifen, ab
der man sich daflr entscheidet, das Herstellungsverfahren zu verbessern, nun
mindestens sein muss.
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c Die Indikatormenge auf den Teststreifen ist normalverteilt. Vor einer Verbesserung | 4
des Herstellungsverfahrens hatte der Erwartungswert 20 mg und die Standardab-
weichung 4,0 mg betragen.

Durch die Verbesserung konnte die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein zufallig
ausgewahlter Teststreifen aufgrund der Indikatormenge unbrauchbar ist, halbiert
werden. Der Erwartungswert fur die Indikatormenge blieb dabei unverandert. Be-
stimmen Sie die geanderte Standardabweichung.

Erwartungshorizont

98 % G: ,Bei der Person liegt eine Glutenunvertraglichkeit

Vor.
P: ,Das Testergebnis ist positiv.*

b P(A)=0,01.0,98=0,98%
P(B)=0,01-0,02 +0,99 0,96 ~ 95,06%

c 001098 9
001098+090004 ~ 19.8%

2 E(X)=0,01-20000=200; 10%-200 = 20
1-PFos° (180 < X < 220) ~14,5%
3 a Folgende Fehlentscheidungen kénnen auftreten:

+ Obwohl héchstens 10 % der hergestellten Teststreifen unbrauchbar sind, ent-
scheidet man sich aufgrund des Ergebnisses der Kontrolle dafiir, das Herstel-
lungsverfahren zu verbessern.

+ Obwohl mehr als 10 % der hergestellten Teststreifen unbrauchbar sind, ent-
scheidet man sich aufgrund des Ergebnisses der Kontrolle nicht dafir, das Her-
stellungsverfahren zu verbessern.

b Y: Anzahl unbrauchbarer Teststreifen
Ist k die Anzahl unbrauchbarer Teststreifen, ab der man sich dafiir entscheidet,
das Herstellungsverfahren zu verbessern, so gilt:

PEL° (Y 2k)<Pi3° (Y 216) < k=29
¢ Z: Indikatormenge in mg

Fur eine Standardabweichung von 4,0 mg gilt P(Z <15)~10,6%.
P(Z <15)~5,3% liefert eine Standardabweichung von etwa 3,1 mg.

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 I Il ]
la 3 X | | |
3 | |
c 3 1] Il | X

B.Sto.11
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2 4 X X X Il Il I X
3a 4 X Il I
4 X X X Il Il I X
c 4 X X X Il Il I

B.Sto.12
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1 Ein Unternehmen stellt Kunststoffteile her. Erfahrungsgeman sind 4 % der herge-
stellten Teile fehlerhaft. Die Anzahl fehlerhafter Teile unter zufallig ausgewdahlten
kann als binomialverteilt angenommen werden.

a 50 Kunststoffteile werden zufallig ausgewahlt. Berechnen Sie fur die folgenden Er- | 3
eignisse jeweils die Wahrscheinlichkeit:

A: ,Genau zwei der Teile sind fehlerhaft.”
B: ,Mindestens 6 % der Teile sind fehlerhaft.”

b Ermitteln Sie, wie viele Kunststoffteile mindestens zufallig ausgewahlt werden 4
mussen, damit davon mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 95 % mindes-
tens drei Teile keinen Fehler haben.

Die Kunststoffteile werden aus Kunststoffgranulat hergestellt. Nach einem Wechsel
des Granulats vermutet der Produktionsleiter, dass sich der Anteil der fehlerhaften
Teile reduziert hat. Um einen Anhaltspunkt daflir zu gewinnen, ob die Vermutung ge-
rechtfertigt ist, soll die Nullhypothese ,Der Anteil der fehlerhaften Teile betragt min-
destens 4 %.“ auf der Grundlage einer Stichprobe von 200 Teilen auf einem Signifi-
kanzniveau von 5 % getestet werden.

¢ Bestimmen Sie die zugehorige Entscheidungsregel. 5

d Das neue Granulat ist teurer als das vorherige. Geben Sie an, welche Uberlegung | 3
zur Wahl der Nullhypothese gefiihrt haben kénnte, und begriinden Sie Ihre An-
gabe.

2 Fur ein Spiel wird ein Glucksrad verwendet, das drei farbige Sektoren hat. Der Ta-
belle kbnnen die Farben der Sektoren und die Gré3en der zugehorigen Mittelpunkts-
winkel enthommen werden.

Farbe | Blau ‘ Rot ‘ Grun
Mittelpunktswinkel | 180° | 120° | 60°

Fur einen Einsatz von 5 Euro darf ein Spieler das Glicksrad dreimal drehen. Erzielt
der Spieler dreimal die gleiche Farbe, werden ihm 10 Euro ausgezahlt. Erzielt er drei
verschiedene Farben, wird ein anderer Betrag ausgezabhlt. In allen anderen Fallen
erfolgt keine Auszahlung.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass dreimal die gleiche Farbe erzielt wird, ist .

a Zeigen Sie, dass die Wahrscheinlichkeit daflr, dass drei verschiedene Farben er- | 2
zielt werden, ebenfalls 1 betrégt.

b Bei dem Spiel ist zu erwarten, dass sich die Einsatze der Spieler und die Auszah- | 3
lungen auf lange Sicht ausgleichen. Berechnen Sie den Betrag, der ausgezahlt
wird, wenn drei verschiedene Farben erscheinen.

c Die GroélRen der Sektoren werden gedndert. Dabei wird der grine Sektor verklei- 5
nert. Die Abbildung zeigt einen Teil eines Baumdiagramms, das fir das gednderte
Glucksrad die beiden ersten Drehungen beschreibt. Ergénzend ist fur einen Pfad
die zugehdrige Wahrscheinlichkeit angegeben.
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B| 0,14
% R R
G PG

Bestimmen Sie die Grof3e des zum blauen Sektor gehérenden Mittelpunktswin-
kels.

Erwartungshorizont

1 a X: Anzahl der fehlerhaften Kunststoffteile
P§g4 (X = 2) ~27,6%
6%-50=3, Py, (X>3)=1-Pyp, (X<2)~32,3%
b Y: Anzahl der Kunststoffteile, die keinen Fehler haben

Paos (Y > 3) ~ 88,5%
ng% (Y > 3) =1- ng% (Y < 2) ~99,1%

Es missen mindestens vier Teile ausgewéhlt werden.
C Pyos (X<k)<5% < k<3

Sind hdchstens drei der 200 Teile fehlerhaft, so wird die Nullhypothese abgelehnt.

d Es soll mdglichst vermieden werden, das teurere neue Granulat dauerhaft einzu-
setzen, obwohl sich der Anteil der fehlerhaften Teile nicht reduziert hat. Das Ri-
siko, aufgrund des Testergebnisses irrtimlich davon auszugehen, dass sich dieser
Anteil reduziert hat, betragt héchstens 5%.

b Bezeichnet man den gesuchten Betrag mit a, so gilt:
%-5€+%-(a—5€)—§-5€=0<:>a=20€

c Fur p<1 gilt: 2p-(1-p-2p)=0,14 = 6p’ -2p+0,14=0=p=1;
Damit: (1-p—-2p)-360° = 252°

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 K2 | K3 | K4 | K5 K6 | 1 1
la 3 X X I | X
b 4 X X I Il Il X
c 5 X X 1 Il 1] X
d 3 X ] Il 1] X
2a 2 X I | X
b 3 X X X 1] Il 1] X
c 5 X X 1] 1] 1] X

B.Sto.14



IQB-Aufgaben Erhdéhtes Niveau Teil B: Stochastik
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Eine Firma stellt Flachbildschirme her. Im Mittel ist einer von funf hergestellten Bild-
schirmen fehlerhaft.

a Es soll angenommen werden, dass die Anzahl fehlerhafter Gerate unter zufallig
ausgewahlten Bildschirmen durch eine binomialverteilte Zufallsgréf3e beschrieben
werden kann. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse:

A: ,Von 50 zufallig ausgewahlten Bildschirmen sind hdchstens 8 fehlerhaft.*
B: ,Von 200 zufallig ausgewahlten Bildschirmen sind mehr als 15 % und weniger
als 25 % fehlerhaft.”

Fehler der Bildschirme treten am haufigsten in Form eines defekten Displays sowie
in Form eines defekten Netzteils auf. Fur einen zufallig ausgewahlten Bildschirm be-
tragt die Wahrscheinlichkeit dafur, dass

+ das Display defekt ist, 10,7 %,
+ weder das Display noch das Netzteil defekt ist, 87,3 %,
+ entweder das Display oder das Netzteil defekt ist, 11,7 %.

b Stellen Sie den Sachverhalt in einer vollstandig ausgeftillten Vierfeldertafel dar.

¢ Untersuchen Sie, ob die beiden betrachteten Defekte unabhangig voneinander
auftreten.

Jeder Bildschirm wird vor der Auslieferung abschlie3end gepruft.

d Von vierzig abschlielBend gepruften Bildschirmen, unter denen sechs fehlerhaft
sind, werden zehn zuféllig ausgewahlt. Beurteilen Sie, ob die Anzahl fehlerhafter
Bildschirme unter den ausgewahlten binomialverteilt ist.

e Bei der abschliel3enden Prifung werden alle fehlerfreien Bildschirme als fehlerfrei
eingestuft. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein fehlerhafter Bildschirm als feh-
lerhaft eingestuft wird, wird mit x bezeichnet. Ein im Rahmen der Priifung als feh-
lerfrei eingestufter Bildschirm wird zufallig ausgewahlt. Bestimmen Sie den kleinst-
mdglichen Wert von x, fur den die Wahrscheinlichkeit daftir, dass dieser Bildschirm
fehlerhaft ist, hochstens 5 % betragt.

[restliche Aufgabe zum ,Schatzen von Parametern®]

Erwartungshorizont

a X: Anzahl der fehlerhaften Bildschirme
Poa (X <8)~30,7%
P§9° (30 < X <50) ~ 90,8%

b D: ,Das Display ist defekt.”
N: ,Das Netzteil ist defekt.”

D D
N 10% | 2,0% | 3,0%
9,7% | 87,3%|97,0%
10,7% | 89,3% | 100 %

Z|
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¢ P(D)-P(N)=0,107-0,03=0,00321=0,01=P(DNN)
Die beiden Defekte treten also nicht unabhangig voneinander auf.

d Die Anzahl fehlerhafter Bildschirme unter den ausgewabhlten ist nicht binomialverteilt.
Begrindung: Ware die Anzahl fehlerhafter Bildschirme unter den ausgewahlten bino-
mialverteilt, so ware es beispielsweise mdglich, dass sieben Bildschirme fehlerhaft
sind. Dies steht jedoch im Widerspruch zum Sachzusammenhang.

e

0,2(1-x)
0,8+0,2(1-x)

Der kleinstmogliche Wert von x ist %.

<0,05 < x>1

— 19

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 K3 | K4 | K5 K6 I Il 1

a 5 X X | | X
b 4 X Il 1l 1]
c 3 X I 1] |
d 2 X X Il 1] 1] X
e 5 X ] 1l 1] X
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1 Wird den Tageseinnahmen eines Cafés ein Geldschein zuféllig entnommen, so be-
tragt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass dieser nicht mehr umlauffahig ist, 2 %.

a Unter den Tageseinnahmen des Cafés befinden sich insgesamt 200 Geldscheine. | 3
Bestimmen Sie jeweils die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass darunter
+ ausschlieBlich umlauffahige Geldscheine sind.
+ hochstens zwei Geldscheine sind, die nicht mehr umlauffahig sind.
b Bestimmen Sie die Anzahl der Geldscheine, die mindestens zu den Tageseinnah- | 4

men des Cafés gehéren missen, damit darunter mit einer Wahrscheinlichkeit von
mehr als 90 % mindestens vier nicht mehr umlaufféahige Scheine sind.

2 In einem Behalter befinden sich insgesamt 380 Geldscheine. Deren Verteilung kann
der folgenden Tabelle enthommen werden:

Wertdes Scheins | 5€ | 10€ | 20€ | s0€
Anzahl | 44 | e | 72 | 204

Sechs dieser Geldscheine sind nicht mehr umlauffahig, darunter zwei mit einem
Wert von jeweils 50 €.

a Aus dem Behalter wird ein Geldschein zufallig enthommen. Berechnen Sie die 3
Wahrscheinlichkeit dafir, dass dieser Schein einen Wert unter 50 € hat und um-
lauffahig ist.

b Beschreiben Sie im Sachzusammenhang ein Zufallsexperiment, bei dem die 2

i
g

3 In der ersten Halfte des Jahres 2015 hat die Européische Zentralbank (EZB) von
etwa 17 Milliarden im Umlauf befindlichen Geldscheinen insgesamt 454 000 ge-
falschte Scheine aussortiert. Deren Verteilung ist im abgebildeten Diagramm darge-
stellt.

Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses mit dem Term berechnet werden

kann. Geben Sie dieses Ereignis an.

Anzahl gefilschter Geldscheine
300000
248500

250000
200000
150000 142000
100000
50000 38600

6800 10800 . 5000 2300

0 1 eeess —
€5 €10 €20 €50 €100 €200 €500 Abb. 1

a Einer dieser aussortierten gefélschten Geldscheine wird zuféllig ausgewahlt. Die 3
ZufallsgrofRe X beschreibt den Wert des ausgewéhlten Scheins in Euro. Bestim-
men Sie den Erwartungswert von X.

b Beurteilen Sie die folgende Aussage: 2
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Aus Abbildung 1 Iasst sich schliel3en, dass die Wahrscheinlichkeit daftr,
dass ein unter allen im Umlauf befindlichen Geldscheinen zufallig ausge-
wabhlter 20 €-Schein gefalscht ist, fast doppelt so hoch war wie die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass dies bei einem zuféllig ausgewahlten 50 €-Schein
der Fall ist.

4 Eine Kassiererin einer Bank behauptet, nur durch Tasten und Betrachten erkennen
zu kénnen, ob ein Geldschein echt oder geféalscht ist. Ein Kollege bezweifelt dies und
legt ihr testweise zehn Geldscheine vor. Die Kassiererin muss fur jeden der Scheine
entscheiden, ob er echt oder gefalscht ist. Wird die Nullhypothese ,Die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass sich die Kassiererin korrekt entscheidet, betragt héchstens 50 %."
auf einem Signifikanzniveau von 5 % abgelehnt, so ist der Kollege bereit, seine Zwei-
fel aufzugeben.

a Bestimmen Sie die zugehdrige Entscheidungsregel. 5

b Der Kassiererin werden im Rahmen eines weiteren Tests mit unveréanderter Null- 3
hypothese und unverandertem Signifikanzniveau n Scheine vorgelegt. Die Wahr-
scheinlichkeit daftir, dass sie bei einem Geldschein die richtige Entscheidung trifft,
wird mit p bezeichnet. Die Abbildung stellt fur einen bestimmten Wert von n in Ab-
hangigkeit von p die Wahrscheinlichkeit dafiir dar, dass das Ergebnis des Tests im

Ablehnungsbereich liegt.
y

0.25

0.2 /

0.15

0.1 r

0.05

1

0—-" )
04 045 05 055 06 P Abb. 2

Bestimmen Sie flr ein geeignet gewahltes Beispiel mithilfe der Abbildung die
Wahrscheinlichkeit fur den zugehdrigen Fehler zweiter Art.

Erwartungshorizont

1 a Y: Anzahl nicht mehr umlauffahiger Geldscheine
PSga (Y =0)~18%
PSoa (Y <2)~23,5%

b PSas (Y >4)~89,98%, P333 (Y >4)~90,10%
In der Kasse mussen sich mindestens 333 Geldscheine befinden.

176-4
2 a W~45’3%

b Zufallsexperiment: Aus dem Behdlter werden sieben Geldscheine zuféllig entnom-
men.
Ereignis: Von den entnommenen Scheinen sind zwei nicht mehr umlauffahig.
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3a Wlom-(6800-5€+10800 -10€ +248500-20€ +142000-50€
+38600-100€ +5000-200€ +2300-500€) ~40€
b Die Aussage ist falsch.
Begrindung: Der beschriebene Zusammenhang zwischen gefalschten 20 €-Schei-
nen und gefalschten 50 €-Scheinen lasst sich aus der Abbildung nicht schlief3en,

da nicht angegeben ist, wie viele Scheine dieser Werte insgesamt im Jahr 2015
jeweils im Umlauf waren.

4 a Z: Anzahl der korrekten Entscheidungen
Po2 (Z>k)<0,05

Trifft die Kassiererin fir mindestens neun Scheine die korrekte Entscheidung, so
wird die Nullhypothese abgelehnt.

b Beispiel: p=58%
Der zugehorige Fehler zweiter Art betragt etwa 1-22%=78%.

(Hinweis: Der Prifling muss p grofRer als 50 % wéhlen.)

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 L2 L3 L4 L5 K1 | K2 K3 | K4 | K5 K6 | 1 ]
la 3 X X | | X
b 4 X X ] 1] 1] X
2a 3 X Il | | X
b 2 X 1] Il 1] X
3a 3 X X X I | X
b 2 X 1 1] 1] X
4a 5 X X X 1 1] 1] X
b 3 X ] Il 11 X
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1 Fir ein Schwimmbad besitzen 2000 Personen eine Jahreskarte. FUr einen bestimm-
ten Tag beschreibt die Zufallsgrof3e X die Anzahl der Jahreskartenbesitzer, die das
Schwimmbad besuchen. Vereinfachend soll davon ausgegangen werden, dass X bi-
nomialverteilt ist. Dabei betragt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein zuféllig ausge-
wahlter Jahreskartenbesitzer an diesem Tag das Schwimmbad besucht, 10 %.

a Es qilt P(X = 210) ~ 2,2%. Interpretieren Sie diese Aussage im Sachzusammen- | 2
hang.

b Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit daftir, dass mehr als 210 Jahreskartenbesit-| 2
zer das Schwimmbad besuchen.

¢ Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass der Wert von X héchstens um 5
eine halbe Standardabweichung vom Erwartungswert der Zufallsgréf3e abweicht.

d Bestimmen Sie die grof3te nattirliche Zahl k, fur die die Wahrscheinlichkeit dafr, 3
dass weniger als k Jahreskartenbesitzer das Schwimmbad besuchen, kleiner als
10 % ist.
e Beschreiben Sie im Sachzusammen- 0,1 B 2
hang ein Zufallsexperiment, das durch 0.1 B <
das abgebildete Baumdiagramm dar- ’ 0.9 Bl r
gestellt wird. Geben Sie ein Ereignis
an, dessen Wahrscheinlichkeit 0.1 Bl s
1-(r+s) betragt. 0,9 5 <
0.9 1B ] abb.1

2 An einem bestimmten Tag ist das Schwimmbad zwischen 07:00 Uhr und 21:00 Uhr
gedffnet. Es soll davon ausgegangen werden, dass der Zeitpunkt, zu dem ein zufal-
lig ausgewahlter Badegast das Schwimmbad betritt, mithilfe einer normalverteilten
ZufallsgréfRe mit dem Erwartungswert 14,5 und der Standardabweichung 2 beschrie-
ben werden kann. Die zugehorige Dichtefunktion ist in der Abbildung 2 dargestellt;
dabei ist t die seit 00:00 Uhr vergangene Zeit in Stunden.

l
e bl
0.‘1 // \\
. A T~ (.
6 8 10 12 14 16 18 20 2
| 1 T | Abb. 2
a Geben Sie den Zeitraum mit einer Lange von einer Stunde an, fur den mit der 1
groRten Anzahl eintreffender Badegaste zu rechnen ist.
b Ermitteln Sie grafisch, ob die Wahrscheinlichkeit dafirr, dass ein zuféllig ausge- 4

wahlter Badegast das Schwimmbad zwischen 12:00 Uhr und 16:00 Uhr betritt,
groRer als 50 % ist. Erlautern Sie lhr Vorgehen.

¢ Am betrachteten Tag wird das Schwimmbad von 2500 Badegésten besucht. Er- 3
mitteln Sie rechnerisch, zu welchem Zeitpunkt mit dem Eintreffen des eintausend-
funfhundertsten Badegasts zu rechnen ist.
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d

Beurteilen Sie mithilfe einer Rechnung die folgende Argumentation: 3

Das Schwimmbad ist nur zwischen 07:00 Uhr und 21:00 Uhr gedffnet. Des-
halb ist es nicht sinnvoll, das Eintreffen der Badegaste mithilfe einer normal-
verteilten Zufallsgrof3e zu beschreiben, die fir alle reellen Zahlen definiert
ist.

Erwartungshorizont

la

Die Wahrscheinlichkeit daflir, dass 210 Jahreskartenbesitzer das Schwimmbad
besuchen, betragt etwa 2,2 %.

P(X>210)~216%

2000-0,1=200, % 2000-0,1-0,9 ~ 6,7

P(194 < X <206)~37,2%

P(X < 183) ~ 0,09, P(X < 184) ~ 0,11

Damit: k=183

Zufallsexperiment: Zwei Jahreskartenbesitzer werden zuféllig ausgewahilt.

Ereignis: ,Am betrachteten Tag wird das Schwimmbad entweder von beiden aus-
gewahlten Personen besucht oder von keiner der beiden.”

Zeitraum: 14:00 Uhr bis 15:00 Uhr

¥

o L1 ™~ t

5] 10 12 14 6 8 20 22

Der Inhalt der grau markierten Flache entspricht der Wahrscheinlichkeit dafr,
dass ein zufallig ausgewahlter Badegast das das Schwimmbad zwischen

12:00 Uhr und 16:00 Uhr betritt. Dieser Inhalt ist gréRer als der Inhalt der schraf-
fierten Flache, der 10-1-0,05=0,5 betragt.

P(7<Y<k)= % liefert k ~15, d. h. mit dem Eintreffen des eintausendfiinfhun-

dertsten Badegasts ist etwa um 15:00 Uhr zu rechnen.

Die Argumentation wird dem Sachzusammenhang nicht gerecht.

Begriindung: Bezeichnet man die Zufallsgréf3e mit Y, so gilt

1-P(7 <Y <21)~0,1%. Dem Betreten des Bads auBRerhalb der Offnungszeiten
wird durch die Zufallsgrof3e also eine vernachlassigbar kleine Wahrscheinlichkeit
zugeordnet.

Standardbezug

BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich

L1 | L2 | L3 | L4 L5 Ki1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 I Il 1

2 X X I | I X

2 X X I I X

5 X X X Il I Il X
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d 3 X X 1] Il Il X
e 2 X Il | I X
2a 1 X X I | I X
4 X X Il I I X
c 3 X X Il Il Il X
d 3 X X I | Il X

B.Sto.22



IQB-Aufgaben Erhdéhtes Niveau Teil B: Stochastik

2019 -WTR 2

Ein Unternehmen organisiert Fahrten mit einem Ausflugsschiff.

1 Betrachtet wird zunéchst eine Fahrt, bei der das Schiff mit 60 Fahrgasten voll be-
setzt ist. Zu Beginn der Fahrt werden drei Fahrgaste zufallig ausgewahlt; diese er-
halten jeweils ein Freigetrank.

a Ermitteln Sie die Anzahl mdglicher Dreiergruppen, die sich bei der Auswahl erge- | 2
ben kdnnen.

b Zwei Drittel der Fahrgaste kommen aus Deutschland, die Ubrigen aus anderen 2
Landern. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die drei ausgewahlten
Fahrgaste aus Deutschland kommen.

¢ Unter den Fahrgasten befinden sich Erwachsene und Kinder. Die Hélfte der Fahr- | 3
gaste isst wahrend der Fahrt ein Eis, von den Erwachsenen nur jeder Dritte, von
den Kindern 75 %. Berechnen Sie, wie viele Kinder an der Fahrt teilnehmen.

2 Mochte man an einer Fahrt teilnehmen, so muss man daftr im Voraus eine Reser-
vierung vornehmen. Erfahrungsgemarf erscheinen von den Personen mit Reservie-
rung einige nicht zur Fahrt. Fir die 60 Platze lasst das Unternehmen deshalb bis zu
64 Reservierungen zu. Es soll davon ausgegangen werden, dass fir jede Fahrt tat-
séachlich 64 Reservierungen vorgenommen werden. Erscheinen mehr als 60 Perso-
nen mit Reservierung zur Fahrt, so kbnnen nur 60 von ihnen daran teilnehmen; die
Ubrigen miissen abgewiesen werden.

Vereinfachend soll angenommen werden, dass die Anzahl der Personen mit Reser-
vierung, die zur Fahrt erscheinen, binomialverteilt ist, wobei die Wahrscheinlichkeit
dafir, dass eine zuféllig ausgewahlte Person mit Reservierung nicht zur Fahrt er-
scheint, 10 % betragt.

a Geben Sie einen Grund dafur an, dass es sich bei dieser Annahme im Sachzu- 1
sammenhang um eine Vereinfachung handelt.

b Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mindestens eine Person mit 3
Reservierung abgewiesen werden muss.

¢ Fur das Unternehmen ware es hilfreich, wenn die Wahrscheinlichkeit dafiir, min- 4
destens eine Person mit Reservierung abweisen zu miissen, kleiner als ein Pro-
zent ware. Dazu musste die Wahrscheinlichkeit dafir, dass eine zufallig ausge-
wahlte Person mit Reservierung nicht zur Fahrt erscheint, mindestens einen be-
stimmten Wert haben. Ermitteln Sie diesen Wert auf ganze Prozent genau.

Das Unternehmen richtet ein Online-Portal zur Reservierung ein und vermutet, dass
dadurch der Anteil der Personen mit Reservierung, die zur jeweiligen Fahrt nicht er-
scheinen, zunehmen konnte. Als Grundlage fur die Entscheidung dartber, ob pro
Fahrt kiinftig mehr als 64 Reservierungen zugelassen werden, soll die Nullhypothese
,Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine zufallig ausgewahlte Person mit Reservie-
rung nicht zur Fahrt erscheint, betragt hochstens 10 %.“ mithilfe einer Stichprobe von
200 Personen mit Reservierung auf einem Signifikanzniveau von 5 % getestet wer-
den. Vor der Durchfiihrung des Tests wird festgelegt, die Anzahl der méglichen Re-
servierungen pro Fahrt nur dann zu erhdéhen, wenn die Nullhypothese aufgrund des
Testergebnisses abgelehnt werden misste.

d Ermitteln Sie fur den beschriebenen Test die zugehdérige Entscheidungsregel. 5
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e Entscheiden Sie, ob bei der Wahl der Nullhypothese eher das Interesse, dass we- | 3

f

niger Platze frei bleiben sollen, oder das Interesse, dass nicht mehr Personen mit
Reservierung abgewiesen werden mussen, im Vordergrund stand. Begriunden Sie
Ihre Entscheidung.

Beschreiben Sie den Fehler zweiter Art im Sachzusammenhang. 2

Erwartungshorizont

1a (60
[3J=34220

40 39 38 .
70 25 g 7 28,9%
¢ Bezeichnet man die Anzahl der an der Fahrt teilnehmenden Kinder mit k, so ist die
Anzahl der Kinder, die ein Eis essen, %k, die Anzahl der Erwachsenen, die ein
i 1
Eis essen, £-(60-k).
3,1 _ 51— —
Damit: Zk+§-(60—k)_30<:>ﬁk_10<:>k_24
2 a Das Erscheinen bzw. Nichterscheinen erfolgt in der Regel fur einige Personen mit
Reservierung (z. B. befreundete Personen) nicht unabhéngig voneinander.

b X: Anzahl der nicht erscheinenden Personen mit Reservierung
PS1 (X <3)~10,6%

¢ Po14(X<3)=16%, PS5 (X<3)~0,9%

Die Wahrscheinlichkeit misste mindestens 15 % betragen.

d Der Fehler erster Art darf selbst bei der grof3ten Wahrscheinlichkeit, die im Rah-

men der Nullhypothese liegt, htchstens 5 % betragen.

PE° (X 227)~6,7%, PEY° (X >28)~4,3%

Erscheinen mindestens 28 Personen mit Reservierung nicht zur Fahrt, so wird die
Nullhypothese abgelehnt.

e Bei der Durchfuihrung des Tests betragt das Risiko, die Anzahl der Reservierun-
gen irrtimlich zu erhéhen, hochstens 5% und ist damit gering. Die Wahrschein-
lichkeit dafir, irrtimlich bei der bisherigen Anzahl zu bleiben, kann dagegen we-
sentlich gréRRer sein. Damit stand bei der Wahl der Nullhypothese das Interesse im
Vordergrund, dass nicht mehr Personen mit Reservierung abgewiesen werden
mussen.

f Der Fehler zweiter Art tritt ein, wenn die Wahrscheinlichkeit dafir, dass eine Per-
son mit Reservierung nicht zur Fahrt erscheint, tatséchlich grof3er ist als 10 %, das
Unternehmen aufgrund des Testergebnisses aber bei der bisherigen Anzahl der
Reservierungen bleibt.

Standardbezug
BE Leitideen allgemeine mathematische Anforderungs-
Kompetenzen bereich
L1 | L2 | L3 | L4 | L5 K1 | K2 | K3 | K4 | K5 | K6 | I Il
la 2 X X | | | X
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b 2 X | |
c 3 Il I I
2a 1 X I I
b 3 X I Il |
c 4 X Il Il I X
d 5 X I I Il
e 3 X 1] 1| 1| X
f 2 X Il Il
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2019 -WTR 1

Die Bigband einer Schule nimmt anlasslich des 50-jahrigen Jubilaums der Schule eine
CD mit zehn Musikstlicken auf; vier dieser Stiicke sind kurz, sechs lang. Diese CD wird
in grol3er Anzahl hergestellt.

1 Bei der Jubilaumsfeier werden von einer dieser CDs in zufalliger Reihenfolge Stlicke
abgespielt, wobei jedes Stiick auch mehrfach abgespielt werden kann.

a Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die ersten drei abgespielten 2
Stlicke verschieden sind.

b Berechnen Sie jeweils die Wahrscheinlichkeit dafur, dass sich unter zwolf abge- 4
spielten Stiicken

+ genau funf lange Stlicke befinden.
+ mehr lange als kurze Stiicke befinden.

2 Als die CDs vor der Jubilaumsfeier geliefert wurden, entdeckten die Mitglieder der
Bigband unter den ersten 20 betrachteten CDs ein Exemplar mit fehlerhafter Hiille
und befiirchteten, dass mindestens 5 % aller Hullen fehlerhaft sind. Sie planten des-
halb die Durchflihrung eines Signifikanztests mit einem Signifikanzniveau von 10 %
und der Nullhypothese ,Der Anteil der fehlerhaften Hillen ist kleiner als 5 %.“ Sollte
das Ergebnis des Tests dafir sprechen, dass die Beflirchtung zutrifft, wollten sie
beim Hersteller einen Preisnachlass verlangen.

a Geben Sie eine Uberlegung an, die zur Wahl der Nullhypothese gefiihrt haben 3
kénnte, und begrinden Sie Ihre Angabe.

b Dem Test wurde eine Stichprobe von 150 CDs zugrunde gelegt. Bestimmen Sie 5
die zugehdrige Entscheidungsregel.

¢ Angenommen, der beschriebene Test wird auf der Grundlage einer Stichprobe 4
von 250 CDs durchfihrt. In diesem Fall wird die Nullhypothese abgelehnt, wenn
mindestens 18 Hillen fehlerhaft sind. Ermitteln Sie den Bereich, in dem der tat-
sachliche Anteil fehlerhafter Hullen liegen misste, damit die Wahrscheinlichkeit fur
den Fehler zweiter Art kleiner als 25 % ist.

3 Bei der Jubilaumsfeier konnen die CDs sowohl zu einem Preis *
von 9 Euro pro Stlick gekauft als auch bei einem Spiel gewonnen
werden. Fur das Spiel wird ein Glucksrad mit einem grauen und
einem weil3en Sektor verwendet (vgl. Abbildung). Fir einen Ein-
satz von einem Euro wird das Glucksrad dreimal gedreht. Nur
wenn dabei genau zweimal der grau markierte Sektor getroffen
wird, erhalt man eine CD. Die GroRe des Offnungswinkels des
grauen Sektors im Bogenmalf3 wird mit b bezeichnet.

a Zeigen Sie, dass die Wahrscheinlichkeit dafir, bei diesem Spiel eine CD zu erhal- | 4

ten, mithilfe des Terms %bz — 3 b3 berechnet werden kann.

T g’

b Es gibt Werte von b, fur die die Bigband bei vielfacher Durchfuhrung des Spielsim | 3

Mittel pro CD die gleichen Einnahmen erwarten kdnnte wie beim Verkauf der CD.

Geben Sie eine Gleichung an, mit der diese Werte von b berechnet werden kénn-
ten.
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Erwartungshorizont

la 2. 82=-72%

b X: Anzahl der gespielten langen Stlicke

10 10

P32 (X =5)~10,1%
P32 (X >6)~66,5%

Es soll vermieden werden, dass ein Preisnachlass verlangt wird, obwohl der Anteil
der fehlerhaften Hullen kleiner als 5 % ist.

Begrindung: Durch die gewéhlte Nullhypothese wird das Risiko fir den Fehler,
der vermieden werden soll, begrenzt.

b Y: Anzahl der CDs mit fehlerhaften Hullen
Paoe (Y 2k)<01ek>12

Damit: Sind mindestens zwdlf Hillen fehlerhaft, wird ein Preisnachlass verlangt.

P250,(Y <17)~0,26
P23%, (Y <17) ~0,24997

Da die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler zweiter Art mit steigendem Anteil fehler-

hafter Hillen abnimmt, ergibt sich fiir den gesuchten Bereich nédherungsweise

[0,082:1].
3a (3 2 2
(b)Y (1D )=3.b° (1_Db)__8 p2__3 p3
(2] (211) (1 211)_3 412 (1 21T)_41'r2b 8113b
3 p2_83p3_1
b 4112b 8113b 9
Standardbezug
BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
K1 K2 K3 K4 K5 K6 | ] 1
la 2 | I | X
b 4 I | X
2a 3 ] ] 1] X
5 1] 1 1] Il X
c 4 ] 1l ] Il 1] X
3a 4 1 1] Il I
3 1 1] Il
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2020 -WTR 2

1 Ein Fahrradhandler hat festgestellt, dass es sich bei 40 % aller von ihm verkauften

Fahrrader um Mountainbikes handelt. Es soll davon ausgegangen werden, dass in
einer zufalligen Auswahl verkaufter Fahrrader die Anzahl der Mountainbikes binomi-

alverteilt ist.

a Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass sich in einer zufélligen Auswahl | 1

von 100 verkauften Fahrradern genau 30 Mountainbikes befinden.

b Beschreiben Sie im Sachzusammenhang ein Zufallsexperiment, bei dem die
Wabhrscheinlichkeit eines Ereignisses mit dem Term 1-0, 61°-10-0,4-0,6° be-
rechnet werden kann. Geben Sie dieses Ereignis an.

¢ Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass in einer zufalligen Auswahl von
250 verkauften Fahrradern die Anzahl der Mountainbikes um mindestens 10 %
groRer ist als der Erwartungswert fur diese Anzahl.

d 20 % aller verkauften Fahrrader haben einen Rahmen aus Aluminium. 45 % aller

verkauften Fahrrader sind weder Mountainbikes noch haben sie einen Rahmen

aus Aluminium. Bestimmen Sie den Anteil der Fahrrader mit einem Rahmen aus

Aluminium unter den verkauften Mountainbikes.

e Der Handler hat berechnet, dass er im September des Jahres 2020 mit einer
Wahrscheinlichkeit von mehr als 96 % mehr als 800 Mountainbikes verkaufen

wird. Ermitteln Sie, von welcher Anzahl verkaufter Fahrrader er bei seiner Berech-

nung mindestens ausgegangen ist.

Die Abbildung zeigt fur einige Monate des Jahres 2019 jeweils den Anteil der Moun-

tainbikes unter allen verkauften Fahrradern.

06
05
04
0,3
0,2
0,1

0

Juli

Juni

April

Mai August

f Im April wurden 810 Mountainbikes verkauft. Bestimmen Sie fur diesen Monat die | 2

Anzahl aller verkauften Fahrrader.

g Der Anteil der Mountainbikes lag im Mai und Juni insgesamt bei 46 %; im Juliwar | 3

er gréRer als im Mai und im August gréf3er als im Juni. Entscheiden Sie, ob es

dennoch moglich ist, dass der Anteil der Mountainbikes im Juli und August insge-

samt kleiner war als insgesamt im Mai und Juni. Begrinden Sie Ihre Entschei-
dung.

2 Zucker wird in unterschiedlich grof3en Packungen angeboten. Es soll davon ausge-
gangen werden, dass fur jede PackungsgrofRe die tatsachliche Masse des Zuckers

durch eine normalverteilte Zufallsgré3e beschrieben werden kann.
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(x-500)2

a Fr eine bestimmte PackungsgroBe ist ¢(x) = =—=-e" der Term der zuge- | 2

horigen Dichtefunktion, wobei x die Masse des Zuckers in Gramm ist. Geben Sie
den Erwartungswert und die Standardabweichung fir die Masse jeweils in Gramm
an.

b Bei einer anderen PackungsgroRe betragt der Erwartungswert fir die Masse des 3
Zuckers 250 g, die Standardabweichung 5 g. Bestimmen Sie — auf 1 g genau — das
kleinste Intervall, das mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 98 % die tat-
sachliche Masse des Zuckers enthalt und symmetrisch beziiglich des Erwartungs-
werts ist.

Erwartungshorizont

1 a P3P (30)~10%
b Zufallsexperiment: Zehn verkaufte Fahrrader werden zuféllig ausgewabhit.

Ereignis: ,Mindestens zwei der Fahrrader sind Mountainbikes.*

¢ Y: Anzahl der Mountainbikes
0,4-250=100
P& (Y 2110) ~11,0%

d M: Ein zufallig ausgewahltes verkauftes Fahrrad ist ein Mountainbike.
A: Ein zufallig ausgewabhltes verkauftes Fahrrad hat einen Rahmen aus Aluminium.

M M
A 5% 20%
A 35% | 45% | 80%
40 % 100 %

- 5%
Der gesuchte Anteil ist 2006 = 12,5%.

e P (Y >800)~95,95%
P§2>° (Y > 800) ~ 96,10%
Der Handler ist von mindestens 2100 verkauften Fahrradern ausgegangen.

810 _
f 536 =2250

g Es ist mdglich. Wurden beispielsweise im Juli 10 000 Fahrrader verkauft und im
August 1000, so ergibt sich fur diese beiden Monate insgesamt fiir den Anteil der

verkauften Mountainbikes 0’44'100101%3%52'1000 <0,46 .

2 a Erwartungswert: 500 g
Standardabweichung: 10g

b X: Masse des Zuckers in Gramm
P(239 <X< 261) ~97,2% und P(238 <X< 262) ~ 98,4% liefern [238;262] )
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Standardbezug
BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
K1 K2 K3 K4 K5 K6 | Il 1

la 1 I | X

b 3 1 1] 1] 1] X

c 3 Il 1] |

d 4 Il | I

e 4 1l 1] 1l 1] X

f 2 I | X

g 3 ] Il I | I X
2a 2 I | X

b 3 1 1] 1l I X
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2020 —=CAS 2

1 Betrachtet werden Bauteile der Kategorien A und B, die jeweils elektrische Wider-
stéande enthalten. Es gilt:

+ Ein Bauteil der Kategorie A ist funktionsttichtig, wenn alle enthaltenen Widerstande
funktionsttichtig sind.

+ Ein Bauteil der Kategorie B ist funktionstiichtig, wenn mindestens einer der enthal-
tenen Widerstande funktionstuchtig ist.

Zunachst soll davon ausgegangen werden, dass jeder Widerstand mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 98 % funktionstuchtig ist.

a Ermitteln Sie mithilfe eines Baumdiagramms oder einer Vierfeldertafel die Wahr- 6
scheinlichkeiten der folgenden Ereignisse:

E, : ,Ein Bauteil der Kategorie A, das zwei Widerstande enthalt, ist funktionsttich-
tig.”

E,: ,Ein Bauteil der Kategorie B, das zwei Widerstande enthalt, ist funktionstiich-
tig.”

b Beurteilen Sie die folgende Aussage: 3

~Je mehr Widerstande ein Bauteil der Kategorie A enthélt, desto kleiner wird
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass es funktionstiichtig ist.”

Bei veranderten Bedingungen ist fur jeden Widerstand die Wahrscheinlichkeit dafir,
dass er funktionstuichtig ist, p.

c Betrachtet wird ein Bauteil der Kategorie B, das zwei Widerstande enthalt. Weisen | 2
Sie nach, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass dieses Bauteil funktionstiichtig
ist, durch den Term 2p—p? angegeben wird.

d Betrachtet werden zehn Bauteile der Kategorie B, die jeweils zwei Widerstande 3
enthalten. Die Wahrscheinlichkeit dafir, dass diese Bauteile alle funktionsttichtig
sind, betragt 95 %. Bestimmen Sie den Wert von p.

e Betrachtet wird eine Kombination aus zwei Bestandteilen: einem einzelnen Wider- | 3
stand und einem Bauteil der Kategorie A, das zwei Widerstande enthélt. Die
Wahrscheinlichkeit daftir, dass diese Kombination funktionstichtig ist, wird durch
den Term 1—(1— p)-(l—pz) angegeben. Geben Sie die Abhangigkeit der Funkti-
onstlchtigkeit dieser Kombination von der Funktionstiichtigkeit seiner beiden Be-
standteile an. Begriinden Sie Ihre Angabe.

[restliche Aufgabe zum ,Schatzen von Parametern®]

Erwartungshorizont

1 a W;: Der eine der beiden Widerstande ist funktionstuchtig.
W, : Der andere der beiden Widerstande ist funktionstiichtig.

Wy | W
W, |0,96040,0196| 0,98

W, 10,0196 |0,0004| 0,02
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| 0,98 ‘

P(E,) =0,9604

P(Ez) =1-0,0004 =0,9996

b Die Aussage ist richtig.

d

Begriindung: Ein Bauteil der Kategorie A, das n Widerstande enthalt, ist mit einer

Wahrscheinlichkeit von 0,98" funktionstiichtig. Der Wert von 0,98" nimmt mit zu-
nehmendem Wert von n ab.

¢ 1-(1-p)° =2p-p?

10
Fir 0 <p<1 liefert (2p—p2) ~0,95: p~0,928

e Die Kombination ist funktionsttichtig, wenn mindestens einer der beiden Bestand-
teile funktionstiichtig ist.

Begrindung: 1-p ist die Wahrscheinlichkeit daftir, dass der einzelne Widerstand
nicht funktionstiichtig ist, 1— p2 die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Bauteil der
Kategorie A nicht funktionstiichtig ist. Damit ist (1-p)- 1—p2) die Wahrscheinlich-

keit dafiir, dass beide Bestandteile nicht funktionstiichtig sind. Der angegebene
Term gibt die Wahrscheinlichkeit des zugehdrigen Gegenereignisses an.

Standardbezug
BE allgemeine mathematische Kompetenzen Anforderungsbereich
K1 K2 K3 K4 K5 K6 | ] |
la 6 I I | I X

3 1] I | 1] X

c 2 1] | I

d 3 1 I |

e 3 ] 1] 1] 1] X
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